
íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ËÏÍÉÔÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

�

íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á

�

íÏÓËÏ×ÓËÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÝÅÓÔ×Ï

�

íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ Ë×ÁÌÉÆÉËÁ�ÉÉ

ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

�

íÏÓËÏ×ÓËÉÊ �ÅÎÔÒ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

LXII íÏÓËÏ×ÓËÁÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ

ÛËÏÌØÎÉËÏ× 6 { 11 ËÌÁÓÓÏ×

úÁÄÁÞÉ É ÒÅÛÅÎÉÑ

íãîíï

1999



óÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ: ÷. âÕÇÁÅÎËÏ, í. ÷ÑÌÙÊ, ÷. çÕÒÏ×É�, é. éÚ-

ÍÅÓÔØÅ×, á. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ×, ð. ëÏÖÅ×ÎÉËÏ×, ÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×,

÷. óÅÎÄÅÒÏ×, ò. æÅÄÏÒÏ×, â. æÒÅÎËÉÎ, á. ûÅÎØ

ïÔ×. ÚÁ ×Ù�ÕÓË í. ðÁÎÏ×



6 ËÌÁÓÓ

I6-1. îÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ

ÍÅÖÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÅÝÅ

�Ï ÔÏÞËÅ. �ÁËÏÅ �Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÅ� �Ï×ÔÏÒÉÌÉ ÅÝÅ Ä×ÁÖÄÙ (×ÓÅ-

ÇÏ 3 ÒÁÚÁ). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÏÔÍÅÞÅÎÏ 113

ÔÏÞÅË. óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ?

I6-2. õËÁÖÉÔÅ �ÑÔØ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 20, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ | 420.

I6-3. ë×ÁÄÒÁÔ 4� 4 ÒÁÚÄÅÌÅÎ ÎÁ 16 ËÌÅÔÏË. òÁÓËÒÁÓØÔÅ ÜÔÉ

ËÌÅÔËÉ × ÞÅÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ �×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ ËÁÖÄÏÊ ÞÅÒ-

ÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÂÙÌÏ ÔÒÉ ÂÅÌÙÈ ÓÏÓÅÄÁ, Á Õ ËÁÖÄÏÊ ÂÅÌÏÊ ËÌÅÔ-

ËÉ ÂÙÌ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÞÅÒÎÙÊ ÓÏÓÅÄ. (óÏÓÅÄÎÉÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ

ËÌÅÔËÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.)

I6-4. éÚ íÏÓË×Ù ×ÙÌÅÔÅÌ ×ÅÒÔÏÌÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÌÅÔÅÌ

300 ËÍ ÎÁ ÀÇ, �ÏÔÏÍ 300 ËÍ ÎÁ ÚÁ�ÁÄ, 300 ËÍ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ

É 300 ËÍ ÎÁ ×ÏÓÔÏË, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÉÚÅÍÌÉÌÓÑ. ïËÁÚÁÌÓÑ

ÌÉ ÏÎ ÀÖÎÅÅ íÏÓË×Ù, ÓÅ×ÅÒÎÅÅ ÅÅ ÉÌÉ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÛÉÒÏÔÅ?

ïËÁÚÁÌÓÑ ÌÉ ÏÎ ×ÏÓÔÏÞÎÅÅ íÏÓË×Ù, ÚÁ�ÁÄÎÅÅ íÏÓË×Ù ÉÌÉ

ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÄÏÌÇÏÔÅ?

I6-5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒ-

ÛÉÎÁÍÉ × ÕÇÌÁÈ ËÌÅÔÏË, Ä×Å ÍÅÄÉÁÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉ-

ËÕÌÑÒÎÙ. (íÅÄÉÁÎÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÅ-

ÒÅÄÉÎÏÊ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.)

I6-6. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ ÞÅÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ. éÍÅÅÔÓÑ

ÓÅÍØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ �ÌÉÔÏË ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ. îÕÖÎÏ �ÏÌÏ-

ÖÉÔØ ÉÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÌÉÓØ

É ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ �ÌÉÔËÁ �ÏËÒÙ×ÁÌÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÞÁÓÔØ ÞÅÒÎÏ-

ÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ). ëÁË ÜÔÏ

ÓÄÅÌÁÔØ?

7 ËÌÁÓÓ

I7-1. þÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ | �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÁÀÝÉÅ × ÓÕÍÍÅ 101. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=3. õËÁÖÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÄÒÏÂÉ.

3



I7-2. òÁÚÒÅÖØÔÅ ÆÉÇÕÒÕ (�Ï ÇÒÁÎÉ�ÁÍ ËÌÅÔÏË) ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×-

ÎÙÅ (ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �Ï ÆÏÒÍÅ É ×ÅÌÉÞÉÎÅ) ÞÁÓÔÉ.

I7-3. éÚ íÏÓË×Ù ×ÙÌÅÔÅÌ ×ÅÒÔÏÌÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÌÅÔÅÌ

300 ËÍ ÎÁ ÀÇ, �ÏÔÏÍ 300 ËÍ ÎÁ ÚÁ�ÁÄ, 300 ËÍ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ

É 300 ËÍ ÎÁ ×ÏÓÔÏË, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÉÚÅÍÌÉÌÓÑ. ïËÁÚÁÌÓÑ

ÌÉ ÏÎ ÀÖÎÅÅ íÏÓË×Ù, ÓÅ×ÅÒÎÅÅ ÅÅ ÉÌÉ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÛÉÒÏÔÅ?

ïËÁÚÁÌÓÑ ÌÉ ÏÎ ×ÏÓÔÏÞÎÅÅ íÏÓË×Ù, ÚÁ�ÁÄÎÅÅ íÏÓË×Ù ÉÌÉ

ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÄÏÌÇÏÔÅ?

I7-4. ä×Á �ÅÛÅÈÏÄÁ ×ÙÛÌÉ ÎÁ ÒÁÓÓ×ÅÔÅ. ëÁÖÄÙÊ ÛÅÌ Ó �Ï-

ÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. ïÄÉÎ ÛÅÌ ÉÚ A × B, ÄÒÕÇÏÊ | ÉÚ B

× A. ïÎÉ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ × �ÏÌÄÅÎØ É, ÎÅ �ÒÅËÒÁÝÁÑ Ä×ÉÖÅ-

ÎÉÑ, �ÒÉÛÌÉ: ÏÄÉÎ × B × 4 ÞÁÓÁ ×ÅÞÅÒÁ, Á ÄÒÕÇÏÊ | × A ×

9 ÞÁÓÏ× ×ÅÞÅÒÁ. ÷ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÕ × ÔÏÔ ÄÅÎØ ÂÙÌ ÒÁÓÓ×ÅÔ?

I7-5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒ-

ÛÉÎÁÍÉ × ÕÇÌÁÈ ËÌÅÔÏË, Ä×Å ÍÅÄÉÁÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉ-

ËÕÌÑÒÎÙ. (íÅÄÉÁÎÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÅ-

ÒÅÄÉÎÏÊ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.)

I7-6. ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÂÉÌÉ ÎÁ 100 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÅ×ÑÔØÀ

×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ É ÄÅ×ÑÔØÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ (�Á-

ÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ). óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×

ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÏ×ÎÏ 9 Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ÉÚ ÜÔÉÈ

Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÒÁÚÍÅÒ.

8 ËÌÁÓÓ

I8-1. óÒÁ×ÎÉ× ÄÒÏÂÉ x =

111110

111111

, y =

222221

222223

, z =

333331

333334

,

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔÅ ÉÈ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. (ÆÏÌØËÌÏÒ)
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I8-2. ðÏËÁÖÉÔÅ ËÁË ÌÀÂÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ

ÔÒÉ ÔÒÁ�Å�ÉÉ (�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÁ-

�Å�ÉÅÊ). (÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×)

I8-3. îÁÊÄÉÔÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÞÅÔÙÒÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁ-

ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a, b, , d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÁ a

2

+2d+ b

2

É 

2

+ 2ab+ d

2

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ.

(÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×, ÷. óÅÎÄÅÒÏ×)

I8-4. ðÅÔÉÎ ÓÞÅÔ × ÂÁÎËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 500 ÄÏÌÌÁÒÏ×. âÁÎË ÒÁÚ-

ÒÅÛÁÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÈ ×ÉÄÏ×: ÓÎÉÍÁÔØ

300 ÄÏÌÌÁÒÏ× ÉÌÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ 198 ÄÏÌÌÁÒÏ×. ëÁËÕÀ ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ðÅÔÑ ÍÏÖÅÔ ÓÎÑÔØ ÓÏ ÓÞÅÔÁ, ÅÓÌÉ ÄÒÕÇÉÈ

ÄÅÎÅÇ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ? (á. �ÏÌ�ÙÇÏ)

I8-5. ÷ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÔÏÞËÁ O | ÓÅ-

ÒÅÄÉÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÙ AC. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ M , Á

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ BC | ÔÏÞËÁ N ÔÁË, ÞÔÏ ÕÇÏÌMON | �ÒÑÍÏÊ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AM

2

+ CN

2

=MN

2

: (÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×)

I8-6. ÷ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË ÓÙÇÒÁÌ Ó ËÁ-

ÖÄÙÍ Ä×Å �ÁÒÔÉÉ: ÏÄÎÕ ÂÅÌÙÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ, ÄÒÕÇÕÀ | ÞÅÒ-

ÎÙÍÉ. ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÔÕÒÎÉÒÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ

ÎÁÂÒÁÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ× (ÚÁ �ÏÂÅÄÕ ÄÁÅÔÓÑ 1

ÏÞËÏ, ÚÁ ÎÉÞØÀ |

1

2

ÏÞËÁ, ÚÁ �ÏÒÁÖÅÎÉÅ | 0 ÏÞËÏ×). äÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÕÞÁÓÔÎÉËÁ, ×ÙÉÇÒÁ×ÛÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ-

×ÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÔÉÊ ÂÅÌÙÍÉ. (â. æÒÅÎËÉÎ)

9 ËÌÁÓÓ

I9-1. îÁ ÄÏÓËÅ × ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ Ä×Á ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÙÊ

ÄÅÎØ ÓÔÁÒÛÉÊ ÎÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË ðÅÔÑ ÓÔÉÒÁÅÔ Ó ÄÏÓËÉ

ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ É �ÉÛÅÔ ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÉÈ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ É

ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ. õÔÒÏÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÄÎÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÂÙÌÉ

ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1 É 2. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÚÁ�É-

ÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÄÏÓËÅ ×ÅÞÅÒÏÍ 1999-ÇÏ ÄÎÑ. (óÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉ-

ÞÅÓËÉÍ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

a + b

2

, Á ÓÒÅÄÎÉÍ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ | ÞÉÓÌÏ

2

1

a

+

1

b

). (á. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ×)

5



I9-2. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÇÒÕ: �ÅÒ×ÙÊ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÔ

× ÒÑÄ �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÖÅÌÁÎÉÀ ÂÕË×Ù á ÉÌÉ â (ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï,

ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ; �Ï ÏÄÎÏÊ ÂÕË×Å ÚÁ ÈÏÄ), Á ×ÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅ

ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ×Ù-

�ÉÓÁÎÎÙÈ ÂÕË× ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ (ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ

ÈÏÄÏÍ). ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁ ÓÄÅÌÁÀÔ �Ï 1999 ÈÏÄÏ×,

ÉÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ. íÏÖÅÔ ÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

�ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕ-

ÞÉÌÓÑ �ÁÌÉÎÄÒÏÍ (Ô. Å. ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï

ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï É Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï)? (é. éÚÍÅÓÔØÅ×)

I9-3. äÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×

ÔÏÞËÅ ï. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A, O, B,

ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ BC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏ-

ÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ B, O, C, ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ CD.

(á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ)

I9-4. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ k, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

1 : : : 1

k

z }| {

2 : : :2

| {z }

2000

� 2 : : :2

| {z }

1001

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

(å. ïÓØÍÏ×Á)

I9-5. ÷�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (AB >

> BC) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎ AB É AC × ÔÏÞËÁÈ P É Q ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ, RS | ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ AB, T | ÔÏÞ-

ËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ PQ É RS. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ÌÅÖÉÔ

ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ B ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. (í. å×ÄÏËÉÍÏ×)

I9-6. ÷ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÈ �Ï n-ÂÏÒØÀ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ 2

n

ÞÅÌÏ×ÅË.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÅÇÏ ÓÉÌÁ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ×É-

ÄÏ× �ÒÏÇÒÁÍÍÙ. óÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ: ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÓÅ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÙ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ × �ÅÒ×ÏÍ ×ÉÄÅ �ÒÏ-

ÇÒÁÍÍÙ É ÌÕÞÛÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÈÏÄÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

ËÒÕÇ. üÔÁ �ÏÌÏ×ÉÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÕÞÁÓÔÉÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ

É �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÈÏÄÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÕÇ, É Ô. Ä., �ÏËÁ

× n-Í ×ÉÄÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ. îÁ-

ÚÏ×ÅÍ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÁ \×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ", ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ

ÔÁË ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ×ÉÄÙ Ó�ÏÒÔÁ × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÔÁÎÅÔ

�ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ.
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Á) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ

�ÏÌÏ×ÉÎÁ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ-

ÍÉ";

Â) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÞÉÓÌÏ \×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÂÅÄÉÔÅ-

ÌÅÊ" ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2

n

� n;

×) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ \×ÏÚÍÏÖ-

ÎÙÈ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ" ÒÏ×ÎÏ 2

n

� n. (á. çÅÒËÏ)

10 ËÌÁÓÓ

I10-1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ (a + b + ) < 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b

2

>

> 4a. (ÆÏÌØËÌÏÒ)

I10-2. ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ P É Q. �ÒÅ-

ÔØÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ P �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÅÒ×ÕÀ ×

ÔÏÞËÁÈ A, B, Á ×ÔÏÒÕÀ | × ÔÏÞËÁÈ C É D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÕÇÌÙ AQD É BQC ÒÁ×ÎÙ. (á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ)

D

C

B

A

Q

P

I10-3. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x, y, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÁ x

3

+ y É y

3

+ x ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ x

2

+ y

2

. (ó. úÌÏÂÉÎ)

I10-4. 2n ÒÁÄÉÕÓÏ× ÒÁÚÄÅÌÉÌÉ ËÒÕÇ ÎÁ 2n ÒÁ×ÎÙÈ ÓÅËÔÏÒÏ×:

n ÓÉÎÉÈ É n ËÒÁÓÎÙÈ. ÷ ÓÉÎÉÅ ÓÅËÔÏÒÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ, �ÏÄÒÑÄ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ �ÒÏÔÉ× ÈÏÄÁ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ

ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n. ÷ ËÒÁÓÎÙÅ ÓÅËÔÏÒÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÅ ÖÅ ÞÉÓÌÁ É ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏ �Ï
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ÈÏÄÕ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÌÕËÒÕÇ,

× ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n. (÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×)

I10-5. ëÕÚÎÅÞÉË �ÒÙÇÁÅÔ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ [0; 1℄. úÁ ÏÄÉÎ �ÒÙÖÏË

ÏÎ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ x ÌÉÂÏ × ÔÏÞËÕ x=

p

3, ÌÉÂÏ ×

ÔÏÞËÕ x=

p

3+(1�1=

p

3). îÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ a.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÕÚÎÅÞÉË ÍÏÖÅÔ

ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÙÖËÏ× ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅ

1=100 ÏÔ ÔÏÞËÉ a. (á. âÕÆÅÔÏ×)

I10-6. äÌÑ ÞÉÓÅÌ 1, . . . , 1999, ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,

×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ 10 ÞÉÓÅÌ,

ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ

�ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ. (ä. äÅÒÑÇÉÎ)

11 ËÌÁÓÓ

I11-1. a, b,  | ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï

a

2

+ 2b

b

2

+ 

2

+

b

2

+ 2a



2

+ a

2

+



2

+ 2ab

a

2

+ b

2

> 3:

(÷. óÅÎÄÅÒÏ×)

I11-2. ðÌÏÓËÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ AB

É AC É ÄÕÇÏÊ BC ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ �Ï�ÏÌÁÍ:

Á) �ÅÒÉÍÅÔÒ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ; Â) ÅÅ �ÌÏÝÁÄØ.

A

B

C

(÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×, ÷. óÅÎÄÅÒÏ×)

I11-3. çÒÁÎÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏËÔÁÜÄÒÁ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÂÅÌÙÊ É

ÞÅÒÎÙÊ �×ÅÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÇÒÁÎÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÅÅ

ÒÅÂÒÏ, �ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÎÕÔÒÉ ÏËÔÁÜÄÒÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ �ÌÏÓËÏ-

ÓÔÅÊ ÂÅÌÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ

ÞÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ. (ä. �ÅÒÅÛÉÎ)
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I11-4. îÁ ÌÕÇÕ, ÉÍÅÀÝÅÍ ÆÏÒÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÉÍÅÅÔÓÑ ËÒÕÇÌÁÑ

ÌÕÎËÁ. ðÏ ÌÕÇÕ �ÒÙÇÁÅÔ ËÕÚÎÅÞÉË. ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ �ÒÙÖ-

ËÏÍ ÏÎ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É �ÒÙÇÁÅÔ �Ï ÎÁ�ÒÁ-

×ÌÅÎÉÀ Ë ÎÅÊ. äÌÉÎÁ �ÒÙÖËÁ ÒÁ×ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ

ÄÏ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ ËÕÚÎÅÞÉË �Ï�ÁÓÔØ × ÌÕÎËÕ?

(á. âÕÆÅÔÏ×, á. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ×)

I11-5. çÒÁÆ | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ×ÅÒÛÉÎ, �ÒÉÞÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ

ÎÉÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÁÍÉ (ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÒÏ×ÎÏ

Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ). òÁÓËÒÁÓËÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

�ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅ-

ÂÒÏÍ. îÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÒÁÆ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎ × k �×ÅÔÏ×,

�ÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ

�×ÅÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÕÔØ,

×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÓÅÈ k �×ÅÔÏ× ÒÏ×ÎÏ

�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. (î. þÅÒÎÑÔØÅ×)

I11-6. òÅÛÉÔÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1 + n

k

)

l

=

= 1 + n

m

, ÇÄÅ l > 1. (ç. þÅÌÎÏËÏ×, ÷. óÅÎÄÅÒÏ×)

I11-7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 2

2

n

ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÔ ÎÅ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

(á. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ×)

éÚ ÔÒÅÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÚÁÄÁÞ 11 ËÌÁÓÓÁ × ÚÁÞÅÔ

ÛÌÉ Ä×Å.

òÅÛÅÎÉÑ

6 ËÌÁÓÓ

I6-1. åÓÌÉ (ÄÏ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ) ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ n ÔÏÞÅË, ÔÏ �ÏÓÌÅ

Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÏÔÍÅÞÅÎÏ 2n � 1 ÔÏÞÅË (ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ n

ÓÔÁÒÙÈ É n� 1 | ÎÏ×ÁÑ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÄÏ

Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, �ÒÉÂÁ×É× Ë ÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË �ÏÓÌÅ

Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Õ É �ÏÄÅÌÉ× �Ï�ÏÌÁÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÄÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ÂÙÌÏ (113 + 1)=2 = 57 ÔÏÞÅË, ÄÏ

×ÔÏÒÏÇÏ | (57+1)=2 = 29 ÔÏÞÅË, É × ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ | (29+

+ 1)=2 = 15 ÔÏÞÅË.
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I6-2. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍ 420 ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

420 = 6 � 7 � 10 = 2 � 2 � 3 � 5 � 7:

�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÓÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × �ÑÔØ

ÇÒÕ�� ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÓÕÍÍÅ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ 20:

7 � 5 � 3 � 4 � 1 = 420; 7 + 5 + 3 + 4 + 1 = 20:

I6-3. úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ

×ÔÒÏÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÞÅÒÎÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË ÂÕÄÅÔ 12,

Á ÞÅÒÎÙÈ | 4. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ

ËÁÒÔÉÎËÕ:

I6-4. ÷ÅÒÔÏÌÅÔ ÌÅÔÉÔ ÎÁ ÀÇ �Ï ÍÏÓËÏ×ÓËÏÍÕ ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ, ÚÁ-

ÔÅÍ �Ï �ÁÒÁÌÌÅÌÉ, �ÏÔÏÍ ÓÎÏ×Á �Ï ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ, Á

ÚÁÔÅÍ �Ï ÂÏÌÅÅ ÓÅ×ÅÒÎÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÉ. �ÁË ËÁË ×ÓÅ ÍÅÒÉÄÉÁ-

ÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÛÉÒÏÔÁ ÅÇÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ (ÓËÏÌØËÏ ÇÒÁÄÕÓÏ×

ÏÎ �ÒÏÌÅÔÅÌ ÎÁ ÀÇ, ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÏÎ �ÒÏÌÅÔÉÔ É ÎÁ ÓÅ×ÅÒ). á

�ÁÒÁÌÌÅÌÉ ÒÁÚÎÙÅ: ÞÅÍ ÓÅ×ÅÒÎÅÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØ, ÔÅÍ ÏÎÁ ËÏÒÏÞÅ,

ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÓÅ×ÅÒÎÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÉ ÔÅ ÖÅ 300 ËÍ ÓÏÓÔÁ×ÑÔ ÂÏÌØ-

ÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÄÕÓÏ×. úÎÁÞÉÔ, ×ÅÒÔÏÌÅÔ ÏËÁÖÅÔÓÑ ×ÏÓÔÏÞÎÅÅ

íÏÓË×Ù ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÛÉÒÏÔÅ.

I6-5. õÄÏÂÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÍÅÄÉ-

ÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á �ÏÔÏÍ ÕÖÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. ÷ÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ

×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×:
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I6-6. úÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÔØ ÌÅÇÞÅ, ÅÓÌÉ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÎÑÔØ, ËÁË �Ï-

�ÌÏÔÎÅÅ ÕÌÏÖÉÔØ �ÌÉÔËÉ, Á �ÏÔÏÍ ÕÖÅ ÓÍÏÔÒÅÔØ, ÇÄÅ ÒÁÚ-

ÍÅÓÔÉÔØ ÞÅÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ:

÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÓÅÍÉ �ÌÉÔÏË �ÅÒÅËÒÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÞÅÒ-

ÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ.

7 ËÌÁÓÓ

I7-1. óÕÍÍÁ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÒÁ×ÎÁ 101. úÎÁÞÉÔ,

ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ, ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÅÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ|

É ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÁÍÁ ÄÒÏÂØ. ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ 25=76 ÅÝÅ ÍÅÎØÛÅ

1=3, Á 26=75 | ÕÖÅ ÂÏÌØÛÅ. ïÔ×ÅÔ: 25=76.

I7-2. ïÔ×ÅÔ:

I7-3. óÍ. ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 4 ÄÌÑ 6 ËÌÁÓÓÁ.

I7-4. ðÕÓÔØ ÏÔ ÒÁÓÓ×ÅÔÁ ÄÏ �ÏÌÕÄÎÑ �ÒÏÛÌÏ x ÞÁÓÏ×. ðÅÒ-

×ÙÊ �ÅÛÅÈÏÄ ÛÅÌ x ÞÁÓÏ× ÄÏ �ÏÌÕÄÎÑ É 4 ÞÁÓÁ �ÏÓÌÅ, ×ÔÏ-

ÒÏÊ | x ÞÁÓÏ× ÄÏ �ÏÌÕÄÎÑ É 9 ÞÁÓÏ× �ÏÓÌÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎ ÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÌÉÎ �ÕÔÅÊ ÄÏ É �ÏÓÌÅ
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ÔÏÞËÉ ×ÓÔÒÅÞÉ, ÔÁË ÞÔÏ x : 4 = 9 : x.

A B

�ÏÞËÁ ×ÓÔÒÅÞÉ

:

:

x

9

4

x

éÚ ÜÔÏÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x = 6. ïÔ×ÅÔ: ÒÁÓÓ×ÅÔ

ÂÙÌ × 6 ÞÁÓÏ× ÕÔÒÁ.

I7-5. óÍ. ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 5 ÄÌÑ 6 ËÌÁÓÓÁ.

I7-6. åÓÌÉ Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÇÏ-

ÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ×ÙÓÏÔÕ,

Á ÂÕÄÕÞÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ | É ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÛÉÒÉÎÕ, ÔÁË ÞÔÏ

× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕ-

ÖÄÁÔØ, ÅÓÌÉ Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ

ÓÔÏÌÂ�Å. ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÅÔÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ

Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ É × ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÌÂ-

�ÁÈ. �ÏÇÄÁ ÏÎÉ �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÄÅ×ÑÔØ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÉÚ ÄÅÓÑÔÉ É ×

ÄÅ×ÑÔØ ÓÔÒÏË ÉÚ ÄÅÓÑÔÉ, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ

É ÏÄÉÎ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÓÔÏÌÂÅ�. ÷ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏ-

ËÉ É Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÂÕÄÅÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ, ÄÅÓÑÔÙÊ, Ë×ÁÄÒÁÔ.

(÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÛÉÒÉÎÕ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ,

×ÙÞÔÑ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÛÉÒÉÎÕ ÄÅ×ÑÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÚ ÛÉÒÉÎÙ

ÂÏÌØÛÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ×ÙÓÏÔÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏ-

ËÉ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ×ÙÓÏÔÙ ÂÏÌØÛÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÓÕÍÍÙ ×Ù-

ÓÏÔ ÄÅ×ÑÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, Á ×ÙÓÏÔÁ ÌÀÂÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÇÏ

ÛÉÒÉÎÅ.) îÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÅÓÑÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ

ÔÒÅÔÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ.

8 ËÌÁÓÓ

I8-1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ

1� x =

1

111111

; 1� y =

2

222223

; 1� z =

3

333334

;

Á ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÎÉÍ

1

1� x

= 111111;

1

1� y

= 111111

1

2

;

1

1� z

= 111111

1

3

:
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íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ

1

1� x

<

1

1� z

<

1

1� y

. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, 1 � x > 1� z > 1� y.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x < z < y.

I8-2. ðÕÓÔØ B | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÕÇÏÌ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÅ-

ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÒÁÚÒÅÚ BM ÉÚ ×ÅÒÛÉ-

ÎÙ B, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÓÔÏÒÏÎÅ AD (ÔÏÞËÁM �Ï�ÁÄÅÔ ×ÎÕÔÒØ

ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ). éÚ ÔÏÞËÉ M �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÒÁÚÒÅÚÙ MN

É MK, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÁÍ BC É CD ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

(ÒÉÓ.).

M

N

C

D

K

A

B

�

�

�

�

�

�

�

N

K

M

�

�

�

�

�

�

�

C

D

A

B

I8-3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ab = d. �ÏÇÄÁ

a

2

+ 2d+ b

2

= a

2

+ 2ab+ b

2

= (a+ b)

2

;



2

+ 2ab+ d

2

= 

2

+ 2d+ d

2

= (+ d)

2

:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁ-

ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a, b,  É d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ab = d. äÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÎÁÊÄÅÍ ÞÉÓÌÏ n, ÒÁÚÌÁÇÁÀÝÅÅÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÅÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n = 6; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ a = 1, b = 6,

 = 2, d = 3.

I8-4. ðÏÓËÏÌØËÕ 300 É 198 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 6, ðÅÔÑ ÓÍÏÖÅÔ ÓÎÑÔØ

ÌÉÛØ ÓÕÍÍÕ, ËÒÁÔÎÕÀ 6 ÄÏÌÌÁÒÁÍ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,

ËÒÁÔÎÏÅ 6 É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ 500, | ÜÔÏ 498.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÎÑÔØ 498 ÄÏÌÌÁÒÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ: 500� 300 = 200, 200+ 198 = 398,

398 � 300 = 98, 98 + 198 = 296, 296 + 198 = 494. óÕÍÍÁ,

ÌÅÖÁÝÁÑ × ÂÁÎËÅ, ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ ÎÁ 6 ÄÏÌÌÁÒÏ×.

ðÒÏÄÅÌÁ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ 16 ÒÁÚ, ðÅÔÑ ÓÎÉÍÅÔ

96 ÄÏÌÌÁÒÏ×. úÁÔÅÍ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÓÎÑÔØ 300, �ÏÌÏÖÉÔØ 198 É

ÓÎÏ×Á ÓÎÑÔØ 300. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Õ ÎÅÇÏ ÂÕÄÅÔ 498 ÄÏÌÌÁÒÏ×.
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I8-5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ 180

Æ

�Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ×Ï-

ËÒÕÇ �ÅÎÔÒÁ O (ÓÍ. ÒÉÓ). ðÒÉ ÜÔÏÍ �Ï×ÏÒÏÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

ONC �ÅÒÅÊÄÅÔ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ON

0

A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙ-

ÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËMAN

0

O; × ÎÅÍ ÕÇÌÙMAN

0

É MON

0

�ÒÑÍÙÅ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, \MAN

0

= \BAC + \BCA, Á \MON

0

=

= \MOA + \NOC = 180

Æ

� \MON . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

MN

02

= AM

2

+ AN

02

= OM

2

+ ON

02

. äÁÌÅÅ, ON

0

= ON ,

OM

2

+ ON

2

= MN

2

. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, AN

0

= CN , | É

ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.

B

N

M

N

0

A

C

O

� �

�

�

�

�

�

I8-6. ÷ÓÅÇÏ × ÔÕÒÎÉÒÅ ÂÙÌÉ ÓÙÇÒÁÎÙ n(n � 1) �ÁÒÔÉÊ, É

× ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÙÇÒÙ×ÁÌÏÓØ 1 ÏÞËÏ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å

×ÓÅÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÎÁÂÒÁÌÉ �Ï n � 1 ÏÞËÕ. ëÁ-

ÖÄÙÊ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ ÓÙÇÒÁÌ ÂÅÌÙÍÉ n � 1 �ÁÒÔÉÀ, É ËÏÌÉ-

ÞÅÓÔ×Ï ×ÙÉÇÒÁÎÎÙÈ ÉÍ �ÁÒÔÉÊ ÂÅÌÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ n

ÞÉÓÅÌ: 0, . . . , n�1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ

ÎÅ×ÅÒÎÏ: ×ÓÅ ×ÙÉÇÒÁÌÉ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÔÉÊ ÂÅÌÙÍÉ. �ÏÇÄÁ

ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÏÔ 0 ÄÏ n � 1. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÔÕÒÎÉÒÁ: A, ×ÙÉÇÒÁ×ÛÅÇÏ n� 1

�ÁÒÔÉÀ ÂÅÌÙÍÉ, É B, ÎÅ ×ÙÉÇÒÁ×ÛÅÇÏ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ �ÁÒ-

ÔÉÉ. òÁÚÂÅÒÅÍÓÑ, ËÁËÉÍ ÍÏÇ ÂÙÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÁÒÔÉÉ, ËÏ-

ÔÏÒÕÀ A ÉÇÒÁÌ �ÒÏÔÉ× B ÞÅÒÎÙÍÉ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, A

ÎÁÂÒÁÌ n� 1 ÏÞËÏ, ÉÇÒÁÑ ÂÅÌÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ Ó×ÏÉ �ÁÒÔÉÉ

ÞÅÒÎÙÍÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÜÔÕ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ �ÒÏÉÇÒÁÔØ.

îÏ B ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÌ ÂÅÌÙÍÉ ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÔÉÉ, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÍÏÇ

×ÙÉÇÒÁÔØ É ÜÔÕ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

9 ËÌÁÓÓ

I9-1. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ,

a+ b

2

�

2

1

a

+

1

b

= ab. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
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ÒÁ×ÎÏ 2.

I9-2. ïÔ×ÅÔ: ÄÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ.

ðÅÒ×ÙÅ 1000 ÈÏÄÏ× ÏÎ �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔ. èÏÄ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n > 1000

ÏÎ ÄÅÌÁÅÔ ÔÁË:

1) ÅÓÌÉ ÎÁ n-Í É (2000�n)-Í ÍÅÓÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ

�ÉÆÒÙ | ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ;

2) ÅÓÌÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÒÁÚÎÙÅ �ÉÆÒÙ, ÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ

ÎÉÈ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÏÉÔ ÎÁ 1000-Í ÍÅÓÔÅ.

÷ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ÍÅÎÑÅÔ ÅÅ Ó 1000-Ê �ÉÆÒÏÊ.

I9-3. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÕÇÌÅ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÈÏÒÄÏÊ

\CBO = \BAC. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, \BAC = \ACD;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, \CBO = \OCD. îÏ \CBO | ÕÇÏÌ, ×�É-

ÓÁÎÎÙÊ × Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ OBC É

Ï�ÉÒÁÀÝÉÊÓÑ × ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÄÕÇÕ OC. ðÒÉ ÜÔÏÍ

\OCD | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÈÏÒÄÏÊ OC É ÌÕÞÅÍ CD. óÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÑÍÁÑ CD ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÑÍÏÊ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ C.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ × ÚÁÄÁÞÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÏÂÌÁ-

ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÅÇÏ

ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, �ÏÄÏÂÎÙÊ

ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BCD É COD �ÏÄÏÂÎÙ.

I8-4. ïÔ×ÅÔ: k = 2.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ n = 1000. éÍÅÅÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:

1) k > 1000. �ÏÇÄÁ

1 : : : 1

k

z }| {

2 : : :2

| {z }

2n

� 2 : : : 2

| {z }

n+1

= 10

n+1

� 1 : : : 1

| {z }

2n�k

2 : : : 2

| {z }

k�(n+1)

:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÏÇÏ: n ÞÅÔÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ×ÈÏÄÉÔ ÎÅÞÅÔ-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÑÔÅÒÏË.

2) k 6 1000. �ÏÇÄÁ

1 : : : 1

k

z }| {

2 : : :2

| {z }

2n

� 2 : : :2

| {z }

n+1

= 1 : : : 1

| {z }

2n�k

0 : : : 0

| {z }

k

� 2 : : : 2

| {z }

n+1�k

0 : : : 0

| {z }

k

=
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= 10

k

(1 : : : 1

| {z }

2n�k

� 2 : : : 2

| {z }

n+1�k

):

ðÏÌÕÞÉÌÉ: k = 2l, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ l < n, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÏ A = 1 : : : 1

| {z }

2n�2l

� 2 : : : 2

| {z }

n+1�2l

| �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ×

ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ É 9x. éÍÅÅÍ:

9A = 9 : : : 9

| {z }

2n�2l

�1 9 : : :9

| {z }

n�2l

8 = 9 : : : 9

| {z }

n�2

8 0 : : :0

| {z }

n�2l

1:

�âÌÉÚËÉÊ� Ë ÞÉÓÌÕ 9A �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ | ÞÉÓÌÏ B =

= (10

n�l

)

2

. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, B > 9A. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

�ÒÉ Y > Z ÂÕÄÅÔ Y

2

� Z

2

> Y

2

� (Y � 1)

2

= 2Y � 1. á

ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ B � 9A:

10

2n�2l

� 9 : : : 980 : : :01 = 1 9 : : : 9

| {z }

n�2l+1

= 2 � 10

n�2l+1

� 1:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ 2 � 10

n�2l+1

� 1 6 2 � 10

n�l

� 1, �ÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ l = 1, ÏÔËÕÄÁ ÓÒÁÚÕ É

�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ ÚÁÄÁÞÉ.

I9-5. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ R ÌÅÖÉÔ ÎÁ AC, S | ÎÁ BC. �Ï-

ÇÄÁ

RQ = RC �QC =

b

2

�

a+ b� 

2

=

� a

2

:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AQP É RQT �ÏÄÏÂÎÙ, Á ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉË AQP ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÔÏ RQ = RT . óÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ,

ST = RS �RT = RS �RQ =



2

�

� a

2

=

a

2

= BS:

ïÔÓÀÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË TSB ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ É \SBT =

= \STB = \TBA, Á BT | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ B ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ABC.

I9-6. Á) òÅÛÅÎÉÅ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. âÁÚÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÏÄÉÎ �Ï-

ÂÅÄÉÔÅÌØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ Ä×ÏÉÈ | ÜÔÏ ÕÖÅ
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�ÏÌÏ×ÉÎÁ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ �ÒÉÍÅÒ n ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÄÌÑ 2

n

Ó�ÏÒÔ-

ÓÍÅÎÏ× Ó 2

n�1

×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ. äÏËÁÖÅÍ ÔÏÇÄÁ,

ÞÔÏ ÅÓÔØ É (n+1) ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÄÌÑ 2

n+1

Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× Ó 2

n

×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ. òÁÚÄÅÌÉÍ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× ÎÁ ÒÁ×-

ÎÙÅ Ä×Å ÇÒÕ��Ù A É A

0

. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ

×ÉÄÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ a ÌÀÂÏÊ ÉÚ A

0

ÓÉÌØÎÅÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ A, Á ×

ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÉÄÁÈ| ÎÁÏÂÏÒÏÔ. åÓÌÉ �ÅÒ×ÙÍ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅÍ

�ÒÏ×ÅÓÔÉ a, ÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á A

0

, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ |

ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á A. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅ-

ÎÉÅ Ë ÇÒÕ��ÁÍ A É A

0

�Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÉÍÅÒ Ó

2

n�1

+ 2

n�1

= 2

n

×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ.

Â) õËÁÖÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ Ó�ÏÒÔÓÍÅ-

ÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ

×ÙÂÙ×ÁÅÔ × ÜÔÏÍ ×ÉÄÅ ÉÌÉ ÒÁÎØÛÅ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÔÉ×-

ÎÏÅ.

äÌÑ 1-ÇÏ ×ÉÄÁ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ | ÜÔÏ ÓÁÍÙÊ ÓÌÁÂÙÊ × 1-Í

×ÉÄÅ.

ðÕÓÔØ ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A

k

= fa

1

; : : : ; a

k

g

Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a

i

×ÙÂÙ×ÁÅÔ × i-Í ×ÉÄÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×Á-

ÎÉÊ ÉÌÉ ÒÁÎØÛÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a

k+1

Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ × (k+1)-Í

×ÉÄÅ ÓÌÁÂÅÅ ×ÓÅÈ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A

k

. äÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ a

k+1

×ÙÂÙ×ÁÅÔ × (k+1)-Í ×ÉÄÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ ÉÌÉ ÒÁÎØ-

ÛÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅ (k+1)-Ê

×ÉÄ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ �ÒÏÈÏÄÉÔ r-Í �Ï �ÏÒÑÄËÕ, Á ÉÚ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á A

k

ÚÁ �ÅÒ×ÙÅ (r� 1) ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ×ÙÂÙÌÏ w ÞÅÌÏ×ÅË.

÷ r-Í �Ï �ÏÒÑÄËÕ ×ÉÄÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ×ÙÂÙ×ÁÅÔ 2

n�r

ÞÅ-

ÌÏ×ÅË. ðÏÜÔÏÍÕ a

k+1

�ÒÏÈÏÄÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅ

ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2

n�r

� k � w. îÏ �ÏÓÌÅ

(k + 1)-ÇÏ ×ÉÄÁ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÄÏÌÖÎÏ �ÒÏÊÔÉ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ

ÍÅÒÅ k � w ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1; : : : ; k. ðÏÜÔÏÍÕ

k �w � n� r � 1 < 2

n�r

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ a

k+1

×ÙÂÙ×ÁÅÔ ×

(k + 1)-×ÉÄÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÉÌÉ ÒÁÎØÛÅ.

×) ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ × ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, Ï�É-

ÓÁÎÎÏÊ × �ÕÎËÔÅ Á), ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌ × ×ÙÂÏÒÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ,

ÏÔÂÉÒÁÀÝÅÇÏ ÇÒÕ��Õ A.

íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ ÉÚ 2

n
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Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ×, ÓÏÒÅ×ÎÕÀÝÉÈÓÑ × ËÁËÉÈ-ÔÏ n ×ÉÄÁÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ-

×ÁÎÉÊ ÉÚ (n+ 1)-ÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ, ÒÁ×ÎÏ 2

n

� 1.

ìÅÇÞÅ ÄÏËÁÚÁÔØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÅ: ÄÌÑ ×ÓÅÈ n � 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ �ÒÉÍÅÒ (n+1) ÓÏÒÅ×-

ÎÏ×ÁÎÉÊ Ó 2

n

ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ, ÞÔÏ, ×ÙÂÉÒÁÑ n ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ É

�ÏÒÑÄÏË ÉÈ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ 2

n

�1

ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÞÁÓÔÎÉËÕ

(ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÁÕÔÓÁÊÄÅÒÏÍ) ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ×Ù-

ÈÏÄ × ÆÉÎÁÌ.

âÁÚÁ �ÒÉ n = 1 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ (Ä×Á ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ, × ËÁÖÄÏÍ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÌÁ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×Á).

éÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ. óÔÒÏÉÍ �ÒÉÍÅÒ (n+2) ÓÏÒÅ×ÎÏ-

×ÁÎÉÊ Ó 2

n+1

ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ �ÒÉÍÅÒ

ÄÌÑ (n+1) ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ É 2

n

ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×. ï�ÑÔØ ÒÁÚÄÅÌÉÍ

Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ Ä×Å ÇÒÕ��Ù B É B

0

. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ×ÉÄÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ b ÌÀÂÏÊ ÉÚ B

0

ÓÉÌØÎÅÅ

ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ B, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÉÄÁÈ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ëÁÖÄÁÑ

ÉÚ ÇÒÕ�� �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ × ×ÉÄÁÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ

ÏÔ b ÄÁÅÔ �ÒÉÍÅÒ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÁÕÔÓÁÊÄÅÒ × B | ÓÁÍÙÊ

ÓÉÌØÎÙÊ ÓÒÅÄÉ B × ×ÉÄÅ b.

ðÒÏ×ÏÄÑ �ÅÒ×ÙÍ b, �ÏÌÕÞÉÍ 2

n

� 1 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÂÅÄÉ-

ÔÅÌÅÊ ÉÚ B

0

, �ÒÉÞÅÍ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÁÕÔÓÁÊÄÅÒ ÉÚ

B

0

×ÙÊÄÅÔ × ÆÉÎÁÌ �Ï ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ.

åÓÌÉ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ b, ÔÏ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÉ

×ÙÂÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÉÚ B

0

, Á ÄÁÌÅÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ n � 1 ÓÏÒÅ×ÎÏ×Á-

ÎÉÅ. ðÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ×ÙÂÏÒÏÍ �ÅÒ×ÏÇÏ

ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ É �ÏÒÑÄËÁ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅ-

ÌÁÔØ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ 2

n

� 1 Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× ÉÚ B.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÓÄÅÌÁÔØ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ ÁÕÔÓÁÊ-

ÄÅÒÁ × B. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÅÒ×ÙÍ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÔÏÔ ×ÉÄ ÓÏÒÅ×ÎÏ×Á-

ÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÉÎÁÌØÎÙÍ �ÒÉ �ÏÒÑÄËÅ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ-

×ÁÀÝÅÍ ×ÙÈÏÄ ÁÕÔÓÁÊÄÅÒÁ × ÆÉÎÁÌ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ

ÔÏÌØËÏ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÙ ÉÚ B. äÁÌÅÅ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ

× ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ×ÙÈÏÄ ÁÕÔÓÁÊÄÅ-

ÒÁ ÉÚ B × ÆÉÎÁÌ, Á ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ | ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅÍ b. ÷ ÎÅÍ

ÁÕÔÓÁÊÄÅÒ �ÏÂÅÖÄÁÅÔ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÒÉÍÅÒÁ.
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úÁ×ÅÒÛÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ ×), ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉ ÉÎÄÕË-

ÔÉ×ÎÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ, ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ.

âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÌÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ

�ÅÒÅÈÏÄÁ �Ï×ÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ Á) É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

ÉÚ ÇÒÕ��Ù A

0

�ÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ 2

n

�n ÞÅÌÏ×ÅË,

Á ÉÚ A | 2

n

� 1 ÞÅÌÏ×ÅË. éÔÏÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ 2

n

�n+2

n

� 1 =

= 2

n+1

� (n+ 1) ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ.

10 ËÌÁÓÓ

I10-1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ f(x) = x

2

+bx+a.

éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f() = 

2

+b+a = (a+b+) < 0.

÷ ÔÏÞËÅ  ÆÕÎË�ÉÑ f(x) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÁÒÁÂÏÌÁ y = f(x) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓØ Ox

× Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ. úÎÁÞÉÔ,

ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ:

b

2

� 4a > 0.

I10-2. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ APB É DPC ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÕÇÌÙ �ÒÉ ÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ \ABP = \BAP = �,

\DCP = \CDP = �. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ ABQP É DCQP

×�ÉÓÁÎÎÙÅ, ÏÔÓÀÄÁ \AQP = \ABP = � É \DQP =

= \DCP = �. ðÏÌÕÞÁÅÍ: \AQD = \AQP + \DQP =

= � + �. äÁÌÅÅ, \BQP = � � \BAP = � � �, ÔÁËÖÅ

\CQP = � � � É \BQC = 2� �\BQP �\CQP = �+ �.

I10-3. ïÔ×ÅÔ: (1,1).

äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ x É y ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. ðÒÅÄ-

�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. �ÏÇÄÁ x É y ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p; �ÕÓÔØ p ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÅÌ x É y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÓÔÅ�ÅÎÑÈ a > 1

É b > 1, �ÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ a > b. �ÏÇÄÁ ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ p, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÄÅÌÉÔÓÑ x

3

+ y, ÒÁ×ÎÁ b

(�ÏÓËÏÌØËÕ x

3

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p

3a

É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÁ p

b+1

, Á y ÄÅ-

ÌÉÔÓÑ ÎÁ p

b

É ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p

b+1

). îÏ x

2

+ y

2

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

p

2b

, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x

3

+ y ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ x

2

+ y

2

.

üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ x É y ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.

äÁÌÅÅ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ x(x

2

+ y

2

)� (x

3

+

+ y) = y(xy � 1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x

2

+ y

2

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ y É
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x

2

+ y

2

ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÂÏÌØÛÅÇÏ 1 (Ô. Ë. x É

y ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ), ÚÎÁÞÉÔ, xy � 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x

2

+ y

2

. îÏ

ÅÓÌÉ xy > 1, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ô. Ë. x

2

+y

2

> 2xy > xy�1.

I10-4. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÒÁÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ ×

ËÒÁÓÎÙÈ ÓÅËÔÏÒÁÈ, É ÓÉÎÉÍÉ | ÓÔÏÑÝÉÅ × ÓÉÎÉÈ ÓÅËÔÏ-

ÒÁÈ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ a É b ÎÁÚÏ×ÅÍ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÊ ÄÕÇÅ ÍÅÖÄÕ

ÞÉÓÌÁÍÉ a É b. þÉÓÌÁ, ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÒÁÚ-

ÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ ÒÁ×ÎÙÈ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÕ �ÁÒÕ ÒÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ �ÁÒ

ÎÅÓËÏÌØËÏ, ×ÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÎÉÈ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-

ÎÏÓÔÉ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ �ÁÒÁ | ËÒÁÓÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Á É ÓÉÎÑÑ ÅÄÉÎÉ�Á,

�ÒÉÞÅÍ ÍÅÎØÛÁÑ ÄÕÇÁ ! ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÉÄÅÔ ÏÔ ËÒÁÓÎÏÊ ÅÄÉ-

ÎÉ�Ù Ë ÓÉÎÅÊ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. îÁ ÄÕÇÅ ! ÌÉÂÏ

ÎÅÔ ÞÉÓÅÌ (Ô. Å. Ä×Å ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ), ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ

ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÉÎÁÞÅ ËÒÁÓÎÏÅ É ÓÉÎÅÅ ÞÉÓÌÁ n ÂÙÌÉ ÂÙ ÎÁ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅÍ, ÞÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ.

ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÕÇÅ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ) | ÓÉÎÉÅ (ÓÌÕ-

ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ËÒÁÓÎÙÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ). ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒ,

ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ÓÉÎÀÀ ÅÄÉÎÉ�Õ ÏÔ ÞÉÓÌÁ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ ÎÉÍ

�Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ; �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÄÉÁÍÅÔÒ ÉÓËÏÍÙÊ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÕËÒÕÇ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÓÉÎÀÀ

ÅÄÉÎÉ�Õ. ðÒÏÞÔÅÍ ÓÉÎÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÜÔÏÍ �ÏÌÕ-

ËÒÕÇÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÅÄÉÎÉ�Ù �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ | ÜÔÏ

ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , l (l | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ). ðÒÏÞÔÅÍ ÔÅ�ÅÒØ

ËÒÁÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÄÕÇÅ ! ÎÅÔ ËÒÁÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,

ÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ ÞÉÓÌÁ n, n � 1, . . . , n � m (m | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

ÞÉÓÌÏ). �. Ë. ×ÓÅÇÏ × �ÏÌÕËÒÕÇÅ n ÞÉÓÅÌ, ÔÏ × ÎÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ

×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.

I10-5. ðÕÓÔØ f : [0; 1℄ ! [0; 1℄, f(x) = x=

p

3 É g : [0; 1℄ !

[0; 1℄, g(x) = 1� (1�x)=

p

3 | ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ �ÒÙÖ-

ËÁÍ ËÕÚÎÅÞÉËÁ. ïÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f | ÏÔÒÅÚÏË [0; 1=

p

3℄,

ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ g | ÏÔÒÅÚÏË [1 � 1=

p

3; 1℄. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ

ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 1=

p

3, É ×ÍÅÓÔÅ ÏÎÉ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ

ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄.

ðÕÓÔØ n| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ h

1

(h

2

(: : : (h

n

(x)) : : : )) : [0; 1℄ !
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[0; 1℄, ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ h

i

| ÌÉÂÏ f , ÌÉÂÏ g. ìÅÇËÏ

×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ

ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ (1=

p

3)

n

. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n,

ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄. äÌÑ n = 1 ÜÔÏ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÖÅ �ÒÏ×ÅÒÅÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔÉ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ h

1

(h

2

(: : : (h

k�1

(x)) : : : ))

�ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ

h

1

(h

2

(: : : (h

k�1

(x)) : : : )). ïÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ

�ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ

h

1

(h

2

(: : : (h

k�1

(f(x))) : : : ))

É h

1

(h

2

(: : : (h

k�1

(g(x))) : : : )). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏ-

ËÁÚÁÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ a. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a � 0;01; a+ 0;01) É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÕÚ-

ÎÅÞÉË ÓÍÏÖÅÔ × ÎÅÇÏ �Ï�ÁÓÔØ. ÷ÙÂÅÒÅÍ n ÓÔÏÌØ ÂÏÌØÛÉÍ,

ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1=

p

3)

n

< 0;01. ðÏ ÄÏ-

ËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ h

1

(h

2

(: : : (h

n

(x)) : : : ))

ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. �Ï-

ÇÄÁ ×ÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÏÔÒÅ-

ÚÏË ÄÌÉÎÙ (1=

p

3)

n

) ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a� 0;01; a+

+ 0;01). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄

ËÕÚÎÅÞÉË �Ï�ÁÄÅÔ ×ÎÕÔÒØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a�0;01; a+0;01), ×Ù-

�ÏÌÎÉ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÙÖËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÕÎË-

�ÉÑÍ h

n

, h

n�1

, . . . , h

1

.

I10-6. ïÔ×ÅÔ: ÉÓËÏÍÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 4 (ÉÌÉ �ÏÌÕ-

ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÅ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÌÉÂÏ ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ).

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ 1999 ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a

1

, a

2

, . . . , a

1999

É �ÕÓÔØ

a

1

> a

1998

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ: ÞÉÓÌÁ a

i

É a

1999�i

, ÇÄÅ i = 1, 2, . . . , 999, ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÅÓÌÉ a

i

<

< a

1999�i

, É ÎÅ ÍÅÎÑÅÍ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÎÁ �ÁÒÁ ÞÉÓÅÌ �ÏÍÅÎÑÌÁÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÊ ÄÅÓÑÔÏË ÞÉÓÅÌ, ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ, Õ×ÅÌÉÞÉÌÁÓØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ

ÇÒÕ��Ù �Ï 10 ÞÉÓÅÌ a

i

, . . . , a

i+9

É a

1999�i

, . . . , a

1990�i

.
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ðÕÓÔØ z | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-

ÎÏ É × �ÅÒ×ÏÊ, É ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Å (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å); x É x

0

|

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÌØËÏ

× �ÅÒ×ÏÊ É ÔÏÌØËÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Å, ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÁ Ó×Ï-

ÅÍ ÍÅÓÔÅ �ÏÓÌÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ; y É y

0

| �ÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÌØËÏ × �ÅÒ-

×ÏÊ É ÔÏÌØËÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Å, �ÏÍÅÎÑ×ÛÉÈÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ×

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ. �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ ×

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ Ä×ÕÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÄÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÒÁ×ÎÁ s

1

=

= zxy + zx

0

y

0

, Á �ÏÓÌÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ s

2

= zxy

0

+ zx

0

y. éÍÅÅÍ:

s

1

�s

2

= z(x�x

0

)(y�y

0

). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ

ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ

ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÁ Ó×ÏÉÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄ-

ÎÏÊ �ÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÕ�� ÉÚ 10 ÞÉÓÅÌ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ

ÓÔÒÏÇÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÅÍÍÕ.

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. óÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , 1999 ÒÁÓ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÕÇÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÒÁ×-

ÎÙ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ô. Å.

ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÄÅÓÑÔÏË ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÁ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ. éÚ ÌÅÍ-

ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒ ÞÉÓÅÌ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÍÅÎØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ

ÏÄÎÏÊ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÂÏÌØÛÉÅ | ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ. ó ÔÏÞÎÏ-

ÓÔØÀ ÄÏ �Ï×ÏÒÏÔÏ× É ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Õ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ 2 ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÑÄÏÍ Ó ÞÉÓÌÏÍ

1. éÎÁÞÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ 2 ÏÔ 1, �ÒÉÞÅÍ

ÞÉÓÌÁ 1 É 2 ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍ 1 É 2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ A É B. �ÏÇÄÁ

A > 1 É 2 < B, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÌÅÍÍÅ.

äÁÌÅÅ ÓÔÒÏÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ.

ðÕÓÔØ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , 2k �ÒÉ 1 6 k 6 998

ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ËÁË × ÏÔ×ÅÔÅ, Ô. Å. × �ÏÒÑÄËÅ (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-

ÎÏÓÔÉ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ) 2k, 2k� 2, . . . , 2, 1, 3, . . . , 2k� 1

�ÏÄÒÑÄ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A É B ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÉÓÌÁ,
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ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ 2k �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ

2k � 1 �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2k + 1

ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ A É B. �ÏÇÄÁ �ÕÓÔØ C | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ 2k+1 �Ï

ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÞÉÓÌÏ. C ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 1, 2, . . . , 2k. þÉÓÌÁ

C É 2k� 1, Á ÔÁËÖÅ 2k+1 É B ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ÎÏ C > 2k � 1, Á 2k + 1 < B |

ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2k +

+ 2 ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ A É B. �ÏÇÄÁ �ÕÓÔØ C | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ

2k + 2 �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÞÉÓÌÏ, D { ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ 2k + 2

�ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÞÉÓÌÏ. ðÕÓÔØ A 6= 2k + 1. �ÏÇÄÁ

2k + 2 < A, ÎÏ D > 2k | ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÌÅÍÍÅ. åÓÌÉ

ÖÅ A = 2k + 1, ÔÏ B 6= 2k + 1 É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ

�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ (2k+2 < B, ÎÏ C > 2k� 1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ A = 2k+1 É B = 2k+2, ÌÉÂÏ A = 2k+2

É B = 2k + 1. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÅ ÎÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅ-

ÞÉÔ ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ. üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ.

.

.

.

6

4

2

.

.

.

7

5

3

1

11 ËÌÁÓÓ

I11-1. ÷×ÉÄÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ a

2

> (b � )

2

. ïÔ-

ÓÀÄÁ a

2

+ 2b > b

2

+ 

2

. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, É ÎÁ

ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ×

ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÂÏÌØÛÅ 1. �Ï ÖÅ

×ÅÒÎÏ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÂÏÌØÛÅ 3.

I11-2. Á) äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÕÇÉ

É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÌÏÍÁÎÏÊ BAD.

Â) ðÕÓÔØ A | ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÇÌÁ, B É D | ËÏÎ�Ù ÄÕÇÉ,

C | ÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÁ. óÅÇÍÅÎÔÙ, Ï�ÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÈÏÒÄÙ BC É
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CD, ÒÁ×ÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ C

�ÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ �Ï�ÏÌÁÍ �ÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉ-

ËÁ ABCD.

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ BD �ÒÑÍÕÀ `, �Á-

ÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ AC. ðÕÓÔØ, ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ` �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ

ÏÔÒÅÚÏË AB (ÓÌÕÞÁÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ` Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ AD ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ E = ` \ AB; �ÒÑÍÁÑ

CE | ÉÓËÏÍÁÑ. üÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ �ÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ACD, ACE É ACB (Ó ÏÂÝÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ AC).

I11-3. ðÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÒÁÎÉ ËÁÖÄÏÇÏ

�×ÅÔÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ. õÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ

×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÄÏ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ �Ï-

ÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁ×ÎÁ ÕÔÒÏÅÎÎÏÍÕ ÏÂßÅÍÕ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÄÅÌÅÎÎÏÍÕ

ÎÁ �ÌÏÝÁÄØ ÇÒÁÎÉ. (þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÕ Ó

×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂßÅÍÙ

ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÉÈÓÑ ÞÁÓÔÅÊ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÇÒÁÎÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.)

I11-4. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ËÁ-

ÖÄÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 1 É ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ ÎÁ 2

n

ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ (n > 0), Á ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ

�ÒÑÍÙÅ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÁÍ. �ÏÇÄÁ ËÕÚÎÅÞÉË ÓÍÏÖÅÔ

�Ï�ÁÓÔØ × ÌÀÂÕÀ ÉÚ 4

n

�ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË.

ðÒÉ n = 0 ÆÁËÔ ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ

�ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ n Ë n+1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÒÁÚ-

ÍÅÒÁ 4

�n�1

. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÁÍÕÀ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÓ-

ÈÏÄÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ×Ù�ÏÌÎÉÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ

×ÅÒÛÉÎÅ É Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 2. �ÏÇÄÁ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ËÌÅÔËÁ �Å-

ÒÅÊÄÅÔ × ÏÄÎÕ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ 4

�n

. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ

ÉÎÄÕË�ÉÉ, ËÕÚÎÅÞÉË ÍÏÖÅÔ × ÎÅÅ �Ï�ÁÓÔØ. åÓÌÉ ÏÎ �ÒÙÇÎÅÔ

ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÔÏ

ÏÎ �Ï�ÁÄÅÔ × ÎÕÖÎÕÀ ËÌÅÔËÕ.

I11-5. ã×ÅÔÁ, × ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÁÛÅÎ ÇÒÁÆ, ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÏÔ 1

ÄÏ k. �Å ×ÅÒÛÉÎÙ �×ÅÔÁ 2, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÀÔ ÎÉ Ó

ËÁËÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �×ÅÔÁ 1, �ÅÒÅËÒÁÓÉÍ × �×ÅÔ 1. îÏ×ÁÑ

ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÂÕÄÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ × ÎÅÊ k �×ÅÔÏ×. úÎÁ-

ÞÉÔ, ËÁËÉÅ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ �×ÅÔÁ 2 ÎÅ �ÅÒÅËÒÁÛÅÎÙ É �ÏÔÏÍÕ
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ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÀÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �×ÅÔÁ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÅÒÛÉÎÙ

�×ÅÔÁ 3, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÀÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �×ÅÔÁ 2, �Å-

ÒÅËÒÁÓÉÍ × �×ÅÔ 2, É Ô. Ä. ×�ÌÏÔØ ÄÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ �×ÅÔÁ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ×ÅÒÛÉÎÕ �×ÅÔÁ k.

ïÎÁ ÎÅ �ÅÒÅËÒÁÛÅÎÁ, É �ÏÔÏÍÕ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÅÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ �×Å-

ÔÁ k�1. üÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÏÖÅ ÎÅ �ÅÒÅËÒÁÛÅÎÁ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ

ÅÅ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÊ �×ÅÔ ÂÙÌ ÂÙ k, É ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÓÏ-

ÓÅÄÓÔ×Ï×ÁÔØ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÔÏÇÏ ÖÅ �×ÅÔÁ. òÁÚ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÅ

�ÅÒÅËÒÁÛÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÅÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ �×ÅÔÁ k � 2,

É Ô. Ä. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ, �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÕÔØ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ

k �×ÅÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÂÙÌÉ �ÅÒÅËÒÁÛÅÎÙ.

I11-6. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: n = 2, k = 1, l =

= 2, m = 3. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ.

ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ l. ðÏÓËÏÌØËÕ n

m

=

= (1 + n

k

)

l

� 1, ÔÏ n

m

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (1 + n

k

)

p

� 1. îÏ ÜÔÏ

×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ n

k

� p+ n

2k

� p(p� 1)=2 + n

3k

� r, ÇÄÅ r |

ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÚÄÅÌÉ× ÎÁ n

k

, �ÏÌÕÞÉÍ

p + n

k

� p(p � 1)=2 + n

2k

� r. åÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ

ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó n, É n

m

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ

ÄÅÌÉÔØÓÑ. úÎÁÞÉÔ, p| ÄÅÌÉÔÅÌØ n. �ÏÇÄÁ 1+n

k

�(p�1)=2+

+ (n

2k

=p) � r | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. åÓÌÉ

k > 1 ÉÌÉ p ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n

(ÔÒÅÔØÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ×ÓÅÇÄÁ), ÓÕÍÍÁ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÁ Ó n, É n

m

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁ ÎÅÅ ÄÅÌÉÔØÓÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, k = 1 É l ÉÍÅÅÔ

×ÉÄ 2

s

.

÷Ó�ÏÍÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ n

m

= (1+n

k

)

l

�1 = (1+n)

l

�1 =

= ln+ : : : ÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ,

ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ n

2

. éÚ ÜÔÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ m > 1, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ l

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. úÎÁÞÉÔ, n, ËÁË É l, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ.

îÏ

(1 + n)

l

� 1 = [(1 + n)

l=2

+ 1℄ � [(1 + n)

l=2

� 1℄ =

= [(1 + n)

l=2

+ 1℄ : : : (n+ 2)n;

ÏÔËÕÄÁ n + 2 ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ. óÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ, n = 2. íÎÏÖÉÔÅÌØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÊ

n + 2 = 4, ÒÁ×ÎÑÌÓÑ ÂÙ 3

2

+ 1 = 10 É ÎÅ ÂÙÌ ÂÙ ÓÔÅ�ÅÎØÀ

Ä×ÏÊËÉ. úÎÁÞÉÔ, l = 2, ÏÔËÕÄÁ m = 3.
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7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ 1 ËÁË ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄ Ó

ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ. �ÏÇÄÁ ÄÒÏÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ f ÞÉÓÌÁ

k � lg 2 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÏÞËÕ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÅÒ×ÁÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ 2

k

Õ�ÒÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ f ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÅË ÄÅÌÅÎÉÑ 0; lg 2; : : : ; lg 9. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ 2

k

ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 7, ÔÏ 7 � 10

s

< 2

k

< 8 � 10

s

ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ s.

äÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ k �lg 2 ÒÁ×ÎÁ k �lg 2�s, É ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ

ÍÅÖÄÕ lg 7 É lg 8.)

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÅÌ 2

2

n

�Ï×ÔÏÒÑ-

ÀÔÓÑ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ k. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ

ÞÉÓÅÌ 2

n

� lg 2 É 2

n+k

� lg 2 �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ lg 2 <

1

3

.

ðÕÓÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÌÏÖÅÎÙ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ Ä×ÕÈ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ A É B; ÜÔÉ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ

É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ; ÄÌÉÎÁ ÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÕÇ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ

ÄÅÌÑÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÒÁ×ÎÁ x. �ÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÎÅ-

�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÕÇ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÄÒÏÂÎÙÅ

ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ 2A É 2B, ÒÁ×ÎÁ 2x. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÄÒÏÂÎÙÅ

ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ A É B ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

�ÁÒÙ 2A É 2B, 4A É 4B É Ô. Ä. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÕÇ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ

ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ �ÁÒÙ, ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ

1

3

, ÎÏ ÍÅÎØÛÅ

2

3

. úÎÁ-

ÞÉÔ, ÜÔÉ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ë ÞÉÓÌÁÍ A = 2

n

0

� lg 2 É

B = 2

n

0

+k

� lg 2, ÇÄÅ n

0

| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ

Ï �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ.
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íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÛËÏÌÙ

ìÉ�ÅÊ �÷ÔÏÒÁÑ ûËÏÌÁ� ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ × 7{8 ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ. úÁ�ÉÓØ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÙ × ÎÁÞÁÌÅ Á�ÒÅÌÑ.

�ÅÌÅÆÏÎÙ: 137{1769, 137{6931.

ûËÏÌÁ �7 ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ × 8{11 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ

ËÌÁÓÓÙ. úÁ�ÉÓØ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÙ × Á�ÒÅÌÅ{ÍÁÅ.

�ÅÌÅÆÏÎ: 131-8110.

ûËÏÌÁ �54 Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ �ÒÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ

ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ × 9 ËÌÁÓÓ. óÏÂÅÓÅÄÏ×Á-

ÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ �Ï �ÑÔÎÉ�ÁÍ Ó 10 ÞÁÓÏ×.

�ÅÌÅÆÏÎÙ: 245{9972, 245{5425.

íÏÓËÏ×ÓËÁÑ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÑÔØÄÅÓÑÔ ÓÅÄØÍÁÑ ÛËÏ-

ÌÁ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ × 8{9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ É 9 ÇÕ-

ÍÁÎÉÔÁÒÎÙÊ. óÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔÓÑ × Á�ÒÅÌÅ.

�ÅÌÅÆÏÎ: 291{8572.

ûËÏÌÁ �91 �ÒÏ×ÏÄÉÔ ÎÁÂÏÒ × 9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ.

úÁ�ÉÓØ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÙ × ÍÁÒÔÅ. �ÅÌÅÆÏÎ: 290{3558.

ûËÏÌÁ �109 �ÒÏ×ÏÄÉÔ ÎÁÂÏÒ × 9 ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓ-

ËÉÊ ËÌÁÓÓ. úÁ�ÉÓØ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÙ × ÍÁÒÔÅ.

�ÅÌÅÆÏÎÙ: 434{5106, 434{5146.

ûËÏÌÁ �218 ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ × 9{10 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ

ËÌÁÓÓÙ. ðÒÉÅÍ ÚÁÑ×ÌÅÎÉÊ Ó 1 Á�ÒÅÌÑ.

�ÅÌÅÆÏÎÙ: 976{4087, 976{0320.

ûËÏÌÁ �257 ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ × 10 ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÉÊ ËÌÁÓÓ. óÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔÓÑ × Á�ÒÅÌÅ.

�ÅÌÅÆÏÎÙ: 432{8768, 432{4620.

ûËÏÌÁ �1134 Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ �ÒÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓ-

ËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ �ÒÏ×ÏÄÉÔ ÎÁÂÏÒ × 9 ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ. üËÚÁÍÅÎÙ �Ï �ÒÏÆÉÌØÎÙÍ �ÒÅÄÍÅÔÁÍ |

3 É 10 Á�ÒÅÌÑ × 14 ÞÁÓÏ×, ÄÌÑ ÎÅ �Ï�Á×ÛÉÈ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎ |

ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÕÀ ÓÕÂÂÏÔÕ Ó 15 ÞÁÓÏ×.

�ÅÌÅÆÏÎÙ: 932{0000, 932{0801.

çÉÍÎÁÚÉÑ ÎÁ àÇÏ-úÁ�ÁÄÅ �1543 ÏÂßÑ×ÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ × 8

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ. üËÚÁÍÅÎÙ ÓÏÓÔÏÑÔÓÑ × Á�ÒÅÌÅ.

�ÅÌÅÆÏÎ: 434{1644.

27



íÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ

íÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ (ÍÅÈÍÁÔ) Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ×ÅÄÕÝÉÍ ÕÞÅÂÎÏ-ÎÁÕÞÎÙÍ �ÅÎÔÒÏÍ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉËÉ É ÍÅÈÁÎÉËÉ. îÅ ÍÎÏÇÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÕ�ÎÙÈ ÎÁÕÞÎÏ-

ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÈ �ÅÎÔÒÏ× ÉÌ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ, ÇÄÅ ÂÙ

ÕÓ�ÅÛÎÏ ÎÅ ÔÒÕÄÉÌÉÓØ ×Ù�ÕÓËÎÉËÉ ÍÅÈÍÁÔÁ. éÓËÌÀÞÉ-

ÔÅÌØÎÏ ×ÙÓÏËÉÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-

ÓËÏÊ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÅÛÁÔØ ÓÁÍÙÅ

ÓÌÏÖÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

É ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÎÏ É ÂÙÓÔÒÏ ÏÓ×ÁÉ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÅ �ÒÏÆÅÓÓÉÉ |

ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÏÂÌÁÓÔÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÉÌÉ × ÂÁÎ-

ËÏ×ÓËÏÊ ÓÆÅÒÅ.

íÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ: ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÈÁÎÉËÉ. ÷Ù�ÕÓËÎÉËÉ ÎÁÛÅÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ

ÍÏÇÕÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÒÅÈ Ë×ÁÌÉÆÉËÁ�ÉÊ: �ÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉË, ÍÁÔÅÍÁÔÉË-�ÒÉËÌÁÄÎÉË�, �ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÍÁÔÅÍÁÔÉË-

�ÒÉËÌÁÄÎÉË × ÏÂÌÁÓÔÉ ÜËÏÎÏÍÉËÉ�, �ÍÅÈÁÎÉË, ÍÁÔÅÍÁÔÉË-

�ÒÏ×ÏÄÎÉË�.

îÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ É ×ÔÏÒÏÍ ËÕÒÓÁÈ ÏÂÕ-

ÞÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÏÂÝÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×.

îÁ ÔÒÅÔØÅÍ ËÕÒÓÅ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï ËÁÆÅÄÒÁÍ. ëÁ-

ÖÄÙÊ ÓÔÕÄÅÎÔ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑ, ËÏÔÏÒÙÊ

ÒÕËÏ×ÏÄÉÔ ÅÇÏ �ÅÒ×ÙÍÉ ÎÁÕÞÎÙÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍÉ. �ÒÁ-

ÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÔÉ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ×Ù�ÕÓËÎÉËÏ× ÒÁÓ-

�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ × ÁÓ�ÉÒÁÎÔÕÒÕ. óÔÕÄÅÎÔÙ É ÁÓ�ÉÒÁÎÔÙ �ÕÂÌÉ-

ËÕÀÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó×ÏÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ × ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ

ÖÕÒÎÁÌÁÈ.

âÙÔÕÅÔ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ �ÏÓÔÕ�ÉÔØ É ÕÞÉÔØÓÑ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ

ÍÏÇÕÔ ÔÏÌØËÏ ×ÕÎÄÅÒËÉÎÄÙ. üÔÏ ÎÉ × ËÏÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÉËÁËÉÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ, ×ÙÈÏÄÑ-

ÝÉÈ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ, Ë �ÏÓÔÕ�ÁÀÝÉÍ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÅ

ÎÅ �ÒÅÄßÑ×ÌÑÅÔÓÑ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÌÑ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÈÏÒÏ-

ÛÏ ×ÌÁÄÅÔØ ÛËÏÌØÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ, Á ÄÌÑ ÕÞÅÂÙ | ÉÍÅÔØ

ÓËÌÏÎÎÏÓÔØ Ë ÔÏÞÎÙÍ ÎÁÕËÁÍ.
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ðÒÉÍÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆÉË �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ

ÏÌÉÍ�ÉÁÄ × Ç. íÏÓË×Å

� íÏÓËÏ×ÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈ-

ÓÑ 6{7 ËÌÁÓÓÏ× (íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ �ÒÁÚÄÎÉË) �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ×

ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÓËÒÅÓÅÎÉÊ ÆÅ×ÒÁÌÑ. ÷ �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÍÅÒÏ�ÒÉÑÔÉÑ:

Ä×ÕÈÞÁÓÏ×ÁÑ �ÉÓØÍÅÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ, ÌÅË�ÉÉ ÄÌÑ ÒÏÄÉÔÅÌÅÊ,

ÒÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ, ÌÅË�ÉÉ ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÎÁÇÒÁÖÄÅÎÉÅ �ÏÂÅ-

ÄÉÔÅÌÅÊ, �ÏËÁÚ ÒÁÂÏÔ. ÷ÓÅ ÍÅÒÏ�ÒÉÑÔÉÑ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ × ÏÄÉÎ

ÄÅÎØ.

� íÏÓËÏ×ÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ

8{11 ËÌÁÓÓÏ× �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÓËÒÅÓÅÎÉÊ ÆÅ×ÒÁÌÑ

ÉÌÉ ÍÁÒÔÁ. òÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ, �ÏËÁÚ ÒÁÂÏÔ É ÎÁÇÒÁÖÄÅÎÉÅ �Ï-

ÂÅÄÉÔÅÌÅÊ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ × ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÓËÒÅÓÅÎÉÊ ÍÁÒÔÁ.

� ïÓÅÎÎÉÊ ÔÕÒ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÕÒ-

ÎÉÒÁ ÇÏÒÏÄÏ× �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ÏËÔÑÂÒÅ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ 8{11

ËÌÁÓÓÏ×.

� �ÕÒÎÉÒ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ 7{11 ËÌÁÓ-

ÓÏ× �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ËÏÎ�Å ÓÅÎÔÑÂÒÑ. �ÕÒÎÉÒ ×ËÌÀÞÁÅÔ ËÏÎ-

ËÕÒÓÙ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÆÉÚÉËÅ, ÈÉÍÉÉ, ÉÓÔÏÒÉÉ, ÎÁÕËÁÍ Ï

úÅÍÌÅ, ÂÉÏÌÏÇÉÉ É ÌÉÎÇ×ÉÓÔÉËÅ.

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ

ïÌÉÍ�ÉÁÄÁ �ÒÏÛÌÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖ-

ËÅ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÍÉÔÅÔÁ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É óÏÒÏÓÏ×-

ÓËÏÊ ïÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÏÞ-

ÎÙÈ ÎÁÕË (ISSEP).

ïÒÇËÏÍÉÔÅÔ ïÌÉÍ�ÉÁÄÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÉÚÄÁÔÅÌØ-

ÓÔ×ÁÍ á×ÁÎÔÁ+, íÉÒ, íãîíï, æÁÚÉÓ, æÁËÔÏÒÉ-

ÁÌ, þÅòÏ ÚÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ËÎÉÇÉ, �ÅÒÅÄÁÎÎÙÅ ÂÅÚ-

×ÏÚÍÅÚÄÎÏ ÄÌÑ �ÒÉÚÏ× �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍ ïÌÉÍ�ÉÁÄÙ.
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