
Çàìå÷àíèå î ÿäðå ãðóïïîâîãî ãîìîìîðôèçìà ìåòîäà

ñïóñêà Âåéëÿ.

×åðåïí¼â Ì.À.
ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì îôè ì2 13-01-12420 è Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè,

ñîãëàøåíèå îò 17 èþíÿ 2014 ã. � 14.604.21.0034, , èäåíòèôèêàòîð
ñîãëàøåíèÿ RFMEFI60414X0034.
email: cherepniov@gmail.com

Â ýòîé ñòàòüå, ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé, äîêàçûâàåòñÿ
íåâûðîæäåííîñòü, à òàêæå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÿäðà ãðóïïîâîãî
ãîìîìîðôèçìà, ïîñòðîåííîãî ìåòîäîì ñïóñêà Âåéëÿ äëÿ àòàêè íà
äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè 2 [1].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä êîíå÷íûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2 ìîæåò
áûòü ïðèìåí¼í ñïóñê Âåéëÿ, à èìåííî ãîìîìîðôèçì èñõîäíîé êðèâîé
íà ãðóïïó êëàññîâ äèâèçîðîâ íåêîòîðîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîéþ êðèâîé
íàä çíà÷èòåëüíî ìåíüøèì ïî ìîùíîñòè ïîäïîëåì. Ñ îñíîâíûìè
ñâîéñòâàìè è îïðåäåëåíèÿìè ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [2, 3, 4, 5]. Âìåñòî
ýëëèïòè÷åñêèõ ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû è ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå.
Íåêîòîðûå ïðèìåðû è îöåíêè ïîëó÷åíû â [13, 14].

Ìåòîä ñïóñêà Âåéëÿ [6, 7, 1, 8] â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä
ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 2 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ãîìîìîðôèçìà ϕ
èç ãðóïïû òî÷åê E(K) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E

y2 + xy + x3 + αx2 + β = 0, α, β ∈ K, (1)

íàä áîëüøèì ïîëåì K = GF (2nr) â ãðóïïó êëàññîâ äèâèçîðîâ íåêîòîðîé
ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä îòíîñèòåëüíî ìåíüøèì ïîäïîëåì k =
GF (2r) ⊂ K.

À èìåííî, ϕ èíäóöèðîâàíî êîìïîçèöèåé ñëåäóþùèõ çàìåí ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü

x = 1/f(u); y =
√
β +

v

f 2(u)
(2)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f(u) = λ−1 +
∑m−1

i=0 λiu
2i , λi ∈ K;λ0 ̸=

0, λm−1 ̸= 0. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ êðèâàÿ E áóäåò èìåòü âèä
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v2 + f(u)v + h(u) = 0, (3)

ãäå h(u) = f(u) + αf(u)2 +
√
βf(u)3.

Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:{
ũ = λ0u+ λ′′

ṽ = v + g(ũ)t(ũ),

ãäå g(ũ) = f( ũ−λ′′

λ0
), à λ′′ ∈ K âûáðàíî òàê, ÷òî g(ũ) ∈ k[ũ],

t(ũ) = TrK/k

(
v

g(ũ)

)
+

v

g(ũ)
.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ êðèâàÿ (3) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì
íàä k:

ṽ2 + g(ũ)ṽ + g(ũ)(1 + ag(ũ) + bg(ũ)2) = 0, ãäå a, b ∈ k. (4)

Òåîðåìà 1 Ïóñòü n - íå÷¼òíîå ÷èñëî è ðîä êðèâîé (4) íå ðàâåí 2m−1−1
(â ýòîì ñëó÷àå îí ðàâåí 2m). Òîãäà äëÿ ïîñòðîåííîãî ìåòîäîì ñïóñêà
Âåéëÿ ãîìîìîðôèçìà ϕ âûïîëíåíî:

P (0,
√
β) /∈ Kerϕ è ñòåïåíè âõîæäåíèÿ äâîéêè â ïîðÿäêè òî÷åê

êðèâîé E è èõ îáðàçîâ ñîâïàäàþò.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî [1] (ñòð.15) â ñëó÷àå êîãäà n � ïðîñòîå, r = 1,
îæèäàåìûé ðîä ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ ñïóñêà Âåéëÿ, ðàâåí 2n−1.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòèêè, äàííàÿ òåîðåìà ïîäòâåðæäàåò
ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñïóñêà Âåéëÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2. Ïîìèìî óïðîùåíèÿ àðèôìåòèêè,
ñâÿçàííîãî ñ ïåðåõîäîì â ìåíüøåå ïîëå, ìû ìîæåì ïðèìåíÿòü íà
ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé àëãîðèòì ñ ôàêòîðíîé áàçîé, êîòîðûé
èìååò ñóáýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü.

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ëþáîé, îïðåäåë¼ííûé íàä Fq, äèâèçîð ýêâèâàëåíòåí (ñ òî÷íîñòüþ
äî äèâèçîðà ôóíêöèè) íåêîòîðîìó ïîëóïðèâåä¼ííîìó äèâèçîðó D =
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∑
mPP , îïðåäåë¼ííîìó íàä Fq, òî åñòü äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ òî÷åê P

âûïîëíåíî: mP ≥ 0, à åñëè mP > 0 , òî äëÿ ñîïðÿæ¼ííîé òî÷êè P èìååì
mP = 0 ïðè P ̸= P,mP = 1, ïðè P = P [9, Appendix Ë. 4.2].

Ïóñòü äàíû äâà äèâèçîðà: D1 =
∑
mPP,D2 = nPP . Èõ íàèáîëüøèì

îáùèì äåëèòåëåì íàçûâàåòñÿ äèâèçîð (D1, D2) =
∑
min(mP , nP )P .

Òåîðåìà 2 [9, Appendix Tåîðåìà 5.1] Ïóñòü D =
∑
miPi -

ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð, Pi = Pi(xi, yi);xi, yi ∈ F q; a(x) =
∏
(x − xi)

mi.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí b(x) ∈ F q[x] òàêîé, ÷òî
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. degb(x) < dega(x),

2. b(xi) = yi äëÿ âñåõ i , äëÿ êîòîðûõ mi ̸= 0,

3. a(x)|b(x)2 + b(x)f(x) + h(x).

Äëÿ òàê îïðåäåë¼ííûõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

D = div(a, b). (5)

Àëãîðèòì ñëîæåíèÿ äèâèçîðîâ[9]

Âõîä: ïîëóïðèâåä¼ííûå äèâèçîðû âèäà (5), îïðåäåë¼ííûå íàä Fq :
D1 = div(a, b), D2 = div(c, d).

Âûõîä: ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð D = div(s, t), îïðåäåë¼ííûé íàä Fq

è ýêâèâàëåíòíûé D1 +D2 : D ∼ D1 +D2.
1 øàã: Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà ïîëó÷èì e1, e2, l1 ∈ Fq[x],

òàêèå, ÷òî

l1 = (a, c) = e1a+ e2c.

2 øàã: Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà ïîëó÷èì g1, g2, l ∈ Fq[x],
òàêèå, ÷òî

l = (l1, b+ d+ f) = g1l1 + g2(b+ d+ f).

3 øàã: Ïóñòü v1 = g1e1, v2 = g1e2, w = g2 , òîãäà l = v1a + v2c + w(b +
d+ f).

4 øàã: Âû÷èñëèòü s = ac/l2, t = (v1ad+ v2cb+ w(bd− h))/l(mods).
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Ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð D =
∑
mPP íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì,

åñëè
∑
mP ≤ g.

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ äèâèçîðîâ[9]

Âõîä: ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð âèäà (5), îïðåäåë¼ííûé íàä Fq : D =
div(a, b).

Âûõîä: ïðèâåä¼ííûé äèâèçîð âèäà (5) D′ = div(a′, b′), îïðåäåë¼ííûé
íàä Fq : D ∼ D′.

1 øàã: âû÷èñëèòü a1(x) = b(x)2+ b(x)f(x)+h(x)/a(x), b1(x) = −b(x)−
f(x)(moda1(x)), degb1(x) < dega1(x).

2 øàã: åñëè dega1(x) > g, ïðèñâîèòü a(x) = a1(x), b(x) = b1(x), èäòè
íà øàã 1. Èíà÷å ðàçäåëèòü a1(x) íà åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò, âûâîä:
D′ = div(a1, b1) .

Êîíîðìà è íîðìà

Ïóñòü Υ ⊂ F � äâà ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èõ ïîëÿ êîíñòàíò
îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî L èK. Ïðè ýòîì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî
L = K ∩Υ.

Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå êîíîðìû èç ãðóïïû äèâèçîðîâ
Div (Υ) ïîëÿ Υ â ãðóïïó Div (F ) äèâèçîðîâ ïîëÿ F . Äëÿ êàæäîé òî÷êè
p ïîëÿ Υ îïðåäåëèì åå êîíîðìó ðàâåíñòâîì

ConF/Υ(p) =
∑
P |p

e(P |p) · P,

ãäå e(P |p) - èíäåêñ âåòâëåíèÿ P íàä p, à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì
òî÷êàì P ïîëÿ F , ïðîäîëæàþùèì òî÷êó p. Äëÿ êàæäîãî äèâèçîðà D =∑

p n(p)p ∈ Div (Υ) îïðåäåëèì åãî êîíîðìó ðàâåíñòâîì

ConF/Υ(D) =
∑
p

n(p)ConF/Υ(p).

Ëåììà 1 ([12], L. III.1.10.) Åñëè a � íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ Υ è (a)Υ ∈
Div (Υ), (a)F ∈ Div (F ) � ãëàâíûå äèâèçîðû, îïðåäåëåííûå ýëåìåíòîì
a â ïîëÿõ Υ è F ñîîòâåòñòâåííî, òî
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ConF/Υ((a)
Υ) = (a)F .

Â ÷àñòíîñòè, ýòà ëåììà îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçîì ãëàâíîãî äèâèçîðà
ïðè îòîáðàæåíèè êîíîðìû âëÿåòñÿ ãëàâíûé äèâèçîð, è ïîòîìó ýòî
îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íà ãðóïïå êëàññîâ äèâèçîðîâ.

2 Èññëåäîâàíèå ãðóïïîâîãî ãîìîìîðôèçìà

ìåòîäà ñïóñêà Âåéëÿ

Ìåòîä ñïóñêà Âåéëÿ â íàøåì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
ãîìîìîðôèçìà ϕ êàê êîìïîçèöèè òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòîáðàæåíèé.
Ïåðâîå èç íèõ, ψ, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì E(K) è ãðóïïû êëàññîâ
äèâèçîðîâ êðèâîé E:

ψ(P0) = P0 − P∞. (6)

Âòîðîå çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé ConF/Υ, ãäå F = K(u, v) äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
íàä Υ = K(x, y) ýëåìåíòîâ u è v, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
óðàâíåíèÿì:

x = 1/f(u); y =
√
β +

v

f 2(u)
(7)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà

f(u) = λ−1 +
m−1∑
i=0

λiu
2i , λi ∈ K;λ0 ̸= 0, λm−1 ̸= 0.

Îòìåòèì, ÷òî âîçâåäåíèå â êâàäðàò è èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ
ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè íà K. Â íîâûõ
êîîðäèíàòàõ êðèâàÿ E áóäåò èìåòü âèä

v2 + f(u)v + h(u) = 0, (8)

ãäå h(u) = f(u) + αf(u)2 +
√
βf(u)3.

Âûÿñíèì, èç êàêèõ òî÷åê ñîñòîèò ÿäðî ãîìîìîðôèçìà, îïðåäåë¼ííîãî
íà E(K) ôîðìóëîé

φ(P ) = ConF/Υ(P − P∞).
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Ïóñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà P (x0, y0) êðèâîé (1) ëåæèò â ÿäðå φ. Òîãäà, ñîãëàñíî
[10, ãëàâà IV, �7], ñëåäóþùèé äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì:

NF/ΥConF/Υ(P − P∞) = [F : Υ](P − P∞) = 2mP − 2mP∞,m ≥ 1. (9)

Ýòîò äèâèçîð ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùèm êðàòíîãî óäâîåíèÿ äèâèçîðà
div(x− x0, y0).

Åñëè x0 = 0, òî èç óðàâíåíèÿ (1) y0 =
√
β. Ïîëó÷èëàñü åäèíñòâåííàÿ

íà ýòîé êðèâîé ñïåöèàëüíàÿ òî÷êà, òî åñòü å¼ âòîðàÿ êîîðäèíàòà
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïåðâîé îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó äèâèçîð 2P − 2P∞ êðèâîé
E ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì äèâèçîðîì, à òî÷íåå � äèâèçîðîì ýëåìåíòà x, à
äèâèçîð (9) ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì ýëåìåíòà x2

m−1
.

Ïóñòü òåïåðü x0 ̸= 0. Ïðèìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî àëãîðèòìû
ñëîæåíèÿ è ïðèâåäåíèÿ äèâèçîðîâ äëÿ ïîäñ÷¼òà ïðèâåä¼ííîãî äèâèçîðà
â êëàññå 2div(x− x0, y0). Ïîëó÷èì:

2div(x− x0, y0) ∼ div((x− x0)
2,

[
y0(x− x0)

x0
+
y0

2 − x3 − αx2 − β

x0

]
) =

div((x− x0)
2,

[
(
y0
x0

+ x0)x+ x0
2

]
)

∼ div(a1, b1),

ãäå

a1 =
x2( y0

x0
+ x0)

2 + x0
4 + ( y0

x0
+ x0)x

2 + x0
2x+ x3 + αx2 + β

(x− x0)2
=

x+
β

x02
+ x0

2, b1 ∈ K.

Ïîñêîëüêó ðîä êðèâîé (1) ðàâåí 1, òî ïîëó÷èâøèéñÿ äèâèçîð
íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, òàê êàê ñîãëàñíî [9, Appendix, Tåîðåìà 5.1]
ïðèâåä¼ííûé âèä ãëàâíîãî äèâèçîðà åñòü div(1, 0). Ïîýòîìó åñëè
îáîçíà÷èòü 2idiv(x− x0, y0) = div(x− xi, yi), òî

xi+1 =
β

xi2
+ xi

2. (10)
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Òàêèì îáðàçîì, äèâèçîð (9) áóäåò ãëàâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {0, ...,m − 1}, xj = 0. Â ÷àñòíîñòè, ïðè j ≥ 1
ïîëó÷èì xj−1 =

4
√
β ∈ K è óðàâíåíèå

yj−1
2 + 4

√
βyj−1 +

4
√
β
3
+ α

√
β + β = 0

ðàçðåøèìî â K. Åñëè ñäåëàòü â ýòîì óðàâíåíèè çàìåíó ïåðåìåííûõ
yj−1 = 4

√
β(u + 4

√
β), òî åãî ðàçðåøèìîñòü áóäåò ðàâíîñèëüíà

ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

u2 + u = α, u ∈ K. (11)

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì
ñ ÿäðîì ïîðÿäêà 2, òî äëÿ ïîëîâèíû α ∈ K îíî íåðàçðåøèìî. Òàêèì
îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3 Äëÿ êðèâûõ âèäà (1), ãäå óðàâíåíèå (11) íå ðàçðåøèìî â
K, ÿäðî ãîìîìîðôèçìà φ ñîñòîèò èç òî÷êè P∞ è, âîçìîæíî, òî÷êè
P (0,

√
β).

Åñëè óðàâíåíèå (11) ðàçðåøèìî, òî â ðàññìàòðèâàåìîå ÿäðî,
âîçìîæíî, ïîïàä¼ò åù¼ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (xj−1, yj−1) = ( 4

√
β, 4

√
β(ui+

4
√
β)) è ñîïðÿæ¼ííàÿ ê íåé (xj−1, yj−1+xj−1). Ïðèm ≥ 2 äëÿ xj−2 ïîëó÷èì

óðàâíåíèå

β + 4
√
βxj−2

2 + xj−2
4 = 0.

Çàìåíà xj−2
2 = 4

√
βz ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçðåøèìîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ

ðàâíîñèëüíà ðàçðåøèìîñòè â K óðàâíåíèÿ z2 + z =
√
β, ÷òî, ââèäó

òîãî, ÷òî âîçâåäåíèå â êâàäðàò è èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ
ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè íà K, ðàâíîñèëüíî
ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

z2 + z = β, z ∈ K. (12)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ 3/4 âñåõ ïàð (α, β) èç ïîëÿ K îäíî èç óðàâíåíèé
(11) èëè (12) íåðàçðåøèìî, è â ðàññìàòðèâàåìîì ÿäðå ëåæèò íå áîëåå,
÷åì 4 óæå ðàññìîòðåííûå òî÷êè.

Â îáùåì ñëó÷àå òî÷êè, êîòîðûå ìîãóò ëåæàòü â ÿäðå, ìîãóò
áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîåíû ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (10), êîòîðîå
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ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó îòíîñèòåëüíî xi, è óðàâíåíèÿ êðèâîé. Ïîñêîëüêó
ïðè ôèêñèðîâàííîì xi+1 óðàâíåíèå (10), â ñëó÷àå åãî ðàçðåøèìîñòè â
K, èìååò äâà ðåøåíèÿ (èëè îäíî â ñëó÷àå xi+1 = 0), òî ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4 ßäðî ãîìîìîðôèçìà φ ñîäåðæèò íå áîëåå 1 + 2m−1 òî÷åê.

Çàìå÷àíèå 1 Èç ðàâåíñòâà (10) ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê 2 ìîæåò áûòü
òîëüêî ó òî÷êè P (0,

√
β). Òàê êàê äèâèçîð ôóíêöèè x ðàâåí 2P − 2P∞ è

îòîáðàæåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ýòà òî÷êà äåéñòâèòåëüíî
èìååò ïîðÿäîê 2.

Ëåììà 2 Ïóñòü P0 = P (x0, y0) - êîíå÷íàÿ òî÷êà êðèâîé E(K), òîãäà

ConF/Υ(P0 − P∞) = div(f(u) + x0√
β
, x0+y0+

√
β√

β
)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìíîãî÷ëåí f(u) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, ïîýòîìó
èíäåêñ âåòâëåíèÿ P ðàâåí 1. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

ConF/Υ(P0) = div(1− x0f(u), v0); v0 =

√
β + y0
x02

.

Âû÷èñëèì òåïåðü ConF/Υ(P∞). Åñëè P - òî÷êà ïîëÿ F , ëåæàùàÿ íàä P∞,
òî îíà ëåæèò è íàä áåñêîíå÷íîé òî÷êîé ïîëÿ K(x), òî åñòü

1

x
= f(u) ∈ Pêàê â èäåàëå.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P - êîíå÷íàÿ òî÷êà ïîëÿ F . Ðàâåíñòâî (8) è
âêëþ÷åíèå f(u) ∈ P îçíà÷àþò, ÷òî v2 ∈ P , è òàê êàê P - ïðîñòîé
èäåàë, çàêëþ÷àåì, ÷òî v ∈ P . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
(f(u), v) ⊂ P .

Îáðàòíî, åñëè P - òî÷êà ïîëÿ F , ïîðîæä¼ííàÿ ïðîñòûì èäåàëîì
êîëüöà K[u, v], ñîäåðæàùèì èäåàë (f(u), v) ⊂ K[u, v], òî 1

x
= f(u) ∈ P ,

è, çíà÷èò, 1
x

∈ P ∩ E(K). Ñîãëàñíî [12, Ïðåäëîæåíèå III.1.4, ãëàâà
3], ïåðåñå÷åíèå p = P ∩ E(K) åñòü òî÷êà ïîëÿ E(K). Ïîñêîëüêó îíà
ñîäåðæèò 1

x
, òî îíà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êîé ïîëÿ E(K),

òî åñòü P∞ â ñèëó å¼ åäèíñòâåííîñòè, ÷òî ñëåäóåò èç êàíîíè÷åñêîãî âèäà
êðèâîé (1).

Ïîýòîìó îáðàç P0 − P∞ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ êîíîðìû áóäåò êëàññîì
äèâèçîðîâ êðèâîé (8) íàä ïîëåì F ñ ïðåäñòàâèòåëåì

8



div(1− x0f(u), v0)− div(f(u), 0). (13)

Ïîñêîëüêó div(f(u)) = 2div(f(u), 0), òî äèâèçîð (13) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

= div(1− x0f(u), v0) + div(f(u), 0).

Ïðèìåíèì ê ýòîìó âûðàæåíèþ àëãîðèòì ñëîæåíèÿ êëàññîâ
äèâèçîðîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì l1 = 1, l = 1, e1 = 1, e2 = x0, g1 =
1, g2 = 0 = w. Ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

div(f(u)(1− x0f(u)), [f(u)(1− x0f(u)) + x0f(u)v0]) =

= div(f(u)(1− x0f(u)), x0v0f(u)).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ïîòîìó ÷òî âçÿòèå âòîðîé êîìïîíåíòû
ïî ìîäóëþ ïåðâîé íå ìåíÿåò êëàññ äèâèçîðîâ. Ðîä êðèâîé (8) - g, ñîãëàñíî
[1, Ëåììà 9], ðàâåí 2m−1 èëè 2m−1−1. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå
ñëîæåíèÿ ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð, íå ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííûì. Õîòÿ
çàïèñü (8) íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì êðèâîé, ê íåé ìîæíî
ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ. Ðåçóëüòàò åãî ðàáîòû
áóäåò ëåæàòü â òîì æå êëàññå, îäíàêî íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ïðèâåä¼ííûì
äèâèçîðîì. Ïðèìåíèâ îäèí øàã àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ, ïîëó÷èì:

a1(u) =
(x0v0f(u))

2 + x0v0f(u)
2 + h

f(u)(1− x0f(u))
=

f(u)((x0v0)
2 + x0v0) + 1 + αf(u) +

√
βf(u)2

1− x0f(u)
=

1 + ((x0v0)
2 + x0v0 + α+

√
β

x0
)f(u)− f(u)

√
β

x0
(1− x0f(u))

1− x0f(u)
=

√
β

x0
f(u) +

1 + f(u)(α+ y0+
√
β

x0
+ y02+β

x0
2 +

√
β

x0
)

1− x0f(u)
=

√
β

x0
f(u) + 1

b1(u) ≡ (1 + x0v0)f(u) ≡ (1 +
y0 +

√
β

x0
)
x0√
β

(mod a1(u)),
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èëè

b1(u) ≡
x0 + y0 +

√
β√

β
(mod a1(u)).

Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç îòîáðàæåíèÿ ConF/Υ ïðèìåò âèä:

div(f(u) +
x0√
β
,
x0 + y0 +

√
β√

β
). (14)

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè g = 2m−1, ýòîò äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ

íåòðèâèàëüíûì ïðèâåä¼ííûì äèâèçîðîì äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé òî÷êè P0.
Ñïóñê Âåéëÿ çàâåðøàåò ñëåäóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ{

ũ = λ0u+ λ′′

ṽ = v + g(ũ)t(ũ),

ãäå g(ũ) = f( ũ−λ′′

λ0
), à λ′′ ∈ K âûáðàíî òàê, ÷òî g(ũ) ∈ k[ũ], à çàòåì âçÿòèå

íîðìû.
Â íîâûõ ïåðåìåííûõ êðèâàÿ (8) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì

íàä k:

ṽ2 + g(ũ)ṽ + g(ũ)(1 + ag(ũ) + bg(ũ)2) = 0, ãäå a, b ∈ k. (15)

Äèâèçîð (14) â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

div(g(ũ) + x0√
β
,
[
x0+y0+

√
β√

β
+ g(ũ)t(ũ)

]
) =

div(g(ũ) + x0√
β
,
[
x0+y0+

√
β√

β
+ x0√

β
t(ũ)

]
),

(16)

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí g ïîëó÷åí èç ìíîãî÷ëåíà f ïðè ïîìîùè
ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ, òî êîýôôèöèåíò â îäíî÷ëåíå ïåðâîé
ñòåïåíè ó íåãî óìíîæèòñÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó (ëåãêî óâèäåòü, ÷òî
ýòî áóäåò 1), à âñå îñòàëüíûå îäíî÷ëåíû áóäóò èìåòü ñòåïåíè, ðàâíûå
ñòåïåíÿì äâîéêè. Ïîýòîìó, ìíîãî÷ëåí g(ũ)+ x0√

β
íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Îáîçíà÷èì fu(x) ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà u íàä k.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü n - ïðîñòîå íå÷¼òíîå ÷èñëî è x0√
β

/∈ k. Òîãäà
äëÿ ïîñòðîåííîãî ìåòîäîì ñïóñêà Âåéëÿ ãîìîìîðôèçìà ϕ âûïîëíåíî:
ϕ(P (x0, y0)) = div(f x0√

β
(g(ũ)), G(ũ)), äëÿ íåêîòîðîãî G(ũ) ∈ k[ũ]. Åñëè

P0 = P (x0, y0), P1 = P (x1, y1) è äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {0, 1, ..., n − 1},
âûïîëíåíî: x1 =

√
βσi x0√

β
, òîãäà ϕ(P0) = ϕ(P1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû degk
x0√
β

= n. Îáîçíà÷èì

u1, ..., u2m−1 � îäíîêðàòíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà g(ũ) + x0√
β
. Êîðíè

ñîïðÿæ¼ííîãî ê íåìó ìíîãî÷ëåíà σ(g(ũ) + x0√
β
) = g(ũ) + σ( x0√

β
), ãäå

σ - íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ïðîäîëæåíèå àâòîìîðôèçìà σ : σw =
w2r , w ∈ K íà K, èìåþò âèä σu1, ..., σu2m−1 . Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
σj(g(ũ)+ x0√

β
)−(g(ũ)+ x0√

β
) = σj( x0√

β
)− x0√

β
, ïîýòîìó σjui /∈ {u1, ..., u2m−1} äëÿ

ëþáûõ i ∈ 1, ..., 2m−1, ïðè n - j. Ýòî òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî ìèíèìàëüíûå
ìíîãî÷ëåíû ýëåìåíòîâ ui íàä k ðàçëè÷íû. Äèâèçîð (16) èìååò âèä∑2m−1

i=1 div(ũ− ui, vi);ui, vi ∈ K, à åãî íîðìà íàä k[ũ, ṽ] åñòü

n∑
j=1

2m−1∑
i=1

div(ũ− σjui, σ
jvi), (17)

(Ñì. [11, Ñëåäñòâèå 3 Ïðåäëîæåíèÿ 2.1, ãëàâà 1]). Âñå òî÷êè ýòîãî
äèâèçîðà îäíîêðàòíû, èõ ïåðâûå êîîðäèíàòû ðàçëè÷íû, ïîýòîìó îí
ïîëóïðèâåä¼ííûé. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí G(x) ∈ k[x] òàêîé, ÷òî
ýòîò äèâèçîð èìååò âèä

div(N(g(ũ) +
x0√
β
), G(x)). (18)

Ìíîãî÷ëåí G ìîæåò áûòü íàéäåí ïðè ïîìîùè ìåòîäà íåîïðåäåë¼ííûõ
êîýôôèöèåíòîâ èç óðàâíåíèé G(ui) =

x0+y0+
√
β√

β
+ x0√

β
t(ui), i = 1, ..., 2m−1.

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà g ëåæàò â k, òî

N(g(ũ) +
x0√
β
) =

n∏
j=1

(g(ũ) + σj x0√
β
) = f x0√

β
(g(ũ)) =

2m−1∏
i=1

fui
(ũ),

ãäå f x0√
β
(z) ∈ k[z] - ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà x0√

β
∈ K, à

â ïîñëåäíåì ïðîèçâåäåíèè ñòîÿò ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ýëåìåíòîâ
u1, ..., u2m−1 , êîòîðûå ëåæàò â k[x], íåïðèâîäèìû è â íàøåì ñëó÷àå
ðàçëè÷íû. Çíà÷èò, äèâèçîð (18) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé 2m−1 òî÷åê ïîëÿ k(ũ, ṽ)
âèäà div(fui

(ũ), Gi(ũ)).
Îòìåòèì, ÷òî îáðàç òî÷êè P1 = P (x1, y1), ãäå äëÿ íåêîòîðîãî i

âûïîëíåíî: σi x0√
β
= x1√

β
, ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ïîëó÷åííîãî îáðàçà òî÷êè

P0 òîëüêî âòîðûìè êîîðäèíàòàìè: ïóñòü ýòî áóäóò ìíîãî÷ëåíû G′
i(ũ) ∈

k[ũ], êîòîðûå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, òàêæå êàê è Gi, ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè ñðàâíåíèé

11



G′
i
2
+ gG′

i + g(1 + ag + bg2) ≡ 0 (mod fui
).

Îòñþäà
(Gi −G′

i)
2 + g(Gi −G′

i) ≡ 0 (mod fui
).

Ïîýòîìó, ââèäó íåïðèâîäèìîñòè íàä k ìíîãî÷ëåíîâ fui
è òîãî, ÷òî

degGi, degG
′
i < degfui

, èìååì G′
i ∈ {Gi, Gi + g}. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè

â îáðàçå P1 ëèáî ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè îáðàçà P0, ëèáî ñîâïàäàþò ñ
ñîïðÿæ¼ííûìè ê íèì, à ïîýòîìó â êëàññå äèâèçîðîâ ïîëó÷èì òîò æå
îáðàç. Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü n - íå÷¼òíîå è x0√
β

∈ k (íàïðèìåð (x0, y0) = (0,
√
β))

òîãäà óðàâíåíèå (1) ïåðåïèøåì â âèäå(
y0√
β

)2

+
y0√
β

x0√
β
+ 1 + α

(
x0√
β

)2

+
√
β

(
x0√
β

)3

= 0,

îòêóäà äëÿ v = TrK/k(
y0√
β
) + 1 èìååì

v2 + v
x0√
β
+

x0√
β
+ TrK/k(α)

(
x0√
β

)2

+ TrK/k(
√
β)

(
x0√
β

)3

= 0.

Çíà÷èò, (ñì. óðàâíåíèå (15)) âòîðûå êîîðäèíàòû òî÷åê äèâèçîðà (18)
ïðèíàäëåæàò k è ðàâíû TrK/k(

y0√
β
) + 1, èëè TrK/k(

y0√
β
) + 1 + x0√

β
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè x0 = 0 îíè ñîâïàäàþò è ðàâíû íóëþ. Â òîæå
âðåìÿ, σ îñóùåñòâëÿåò ïåðåñòàíîâêó èõ ïåðâûõ êîîðäèíàò, ïîýòîìó
ðàññìàòðèâàåìàÿ íîðìà (17) ïðè x0 = 0 ðàâíà

n

2m−1∑
i=1

div(ũ− ui, 0).

Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè â ýòîé ñóììå ñïåöèàëüíûå, à n - íå÷¼òíîå, òî

ýòîò äèâèçîð ýêâèâàëåíòåí
∑2m−1

i=1 div(ũ− ui, 0) (ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ

äèâèçîðîì ýëåìåíòà g(u)
n−1
2 ). Cîãëàñíî [1], åñëè ðîä êðèâîé (15) íå ðàâåí

2m−1 − 1, òî îí ðàâåí 2m−1, è ýòîò äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, à
çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, òî åñòü íå ëåæèò â ÿäðå.

Åñëè èñõîäíàÿ òî÷êà P0 èìåëà ÷¼òíûé ïîðÿäîê 2rs, s - íå÷¼òíî, r ≥
1, òî 2r−1sP0 - òî÷êà ïîðÿäêà 2. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðèâåä¼ííîìó âûøå
çàìå÷àíèþ, � ýòî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (0,

√
β), êîòîðàÿ ïî äîêàçàííîìó
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íå ëåæèò â ÿäðå. Çíà÷èò, ñòåïåíü âõîæäåíèÿ äâîéêè â ïîðÿäîê îáðàçà
òî÷êè P0 ðàâíà r.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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