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Введение

1. Актуальность темы.

Рассмотрим два дифференциальных оператора

𝐿𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖(𝑥)𝜕
𝑖
𝑥, 𝐿𝑚 =

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑣𝑖(𝑥)𝜕
𝑖
𝑥

Условие коммутации операторов 𝐿𝑛 и 𝐿𝑚

[𝐿𝑛, 𝐿𝑚] = 𝐿𝑛𝐿𝑚 − 𝐿𝑚𝐿𝑛 = 0

представляет собой очень сложную систему нелинейных дифференциальных

уравнений на коэффициенты. Теория коммутирующих дифференциальных опе-

раторов начала развиваться в начале𝑋𝑋 века в работах Валленберга [1], Шура

[2] и Бурхналла, Чаунди [3].

Рассмотрим самые простые примеры коммутирующих дифференциальных опе-

раторов. Пусть

𝐿𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝜕
𝑖
𝑥, 𝐿𝑚 =

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖𝜕
𝑖
𝑥,

где 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖 константы. Очевидно, что операторы 𝐿𝑛 и 𝐿𝑚 коммутируют. Рас-

смотрим менее тривиальный пример. Пусть

𝐿𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖(𝑥)𝜕
𝑖
𝑥

произвольный дифференциальный оператор. Рассмотрим полиномы 𝑅1(𝐿𝑛) и

𝑅2(𝐿𝑛) от оператора 𝐿𝑛. Очевидно, что 𝑅1(𝐿𝑛) коммутирует с 𝑅2(𝐿𝑛).

Валленберг в 1903 году (см. [1]) исследовал условие коммутации операторов

𝐿1 = 𝜕𝑥 + 𝑢(𝑥), 𝐿𝑚 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖𝜕
𝑖
𝑥,

где 𝐿𝑚 – произвольный дифференциальный оператор. Валленберг доказал, что

если 𝐿1 и 𝐿𝑚 коммутируют, то 𝐿𝑚 обязательно полиномиально выражается
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через 𝐿1. Он также рассмотрел операторы

𝐿2 = 𝜕2𝑥 + 𝑢(𝑥) 𝐿3 = 𝜕3𝑥 + 𝑝(𝑥)𝜕𝑥 + 𝑞(𝑥)

и установил, что операторы

𝐿2 = 𝜕2𝑥 + 𝑢(𝑥) 𝐿3 = 𝜕3𝑥 +

(︂
𝑠2
4
+

3

2
𝑢(𝑥)

)︂
𝜕𝑥 +

3

4
𝑢′(𝑥)

коммутируют тогда и только тогда, когда

(𝑢′(𝑥))
2
+ 2𝑢3(𝑥) + 𝑠2𝑢

2(𝑥) + 𝑠1𝑢(𝑥) + 𝑠0 = 0, 𝑠𝑖 ∈ C.

Это были первые примеры коммутирующих операторов, не являющиеся поли-

номами от третьего оператора.

Шур, вдохновленный работами Валленберга, тоже стал изучать коммутирую-

щие дифференциальные операторы. Он рассмотрел три оператора 𝐿𝑛, 𝐿𝑚 и

𝐿𝑘, где порядок 𝑜𝑟𝑑(𝐿𝑚) > 1, и доказал, что если 𝐿𝑛 коммутирует с 𝐿𝑚, а 𝐿𝑚

коммутирует с 𝐿𝑘, то 𝐿𝑛 коммутирует с 𝐿𝑘 (см. [2]). Данный факт совсем не

очевиден. Например, для матриц аналог леммы Шура неверен. Лемма Шура

показывает, что множество операторов коммутирующих с данным нетривиаль-

ным дифференциальным оператором образует коммутативное кольцо.

В 1920-х годах Бурхналл-Чаунди доказали, что если два дифференциальных

оператора

𝐿𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖(𝑥)𝜕
𝑖
𝑥, 𝐿𝑚 =

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑣𝑖(𝑥)𝜕
𝑖
𝑥

коммутируют, то существует полином 𝑅(𝑧, 𝑤) такой, что 𝑅(𝐿𝑛, 𝐿𝑚) = 0 (см.

[3]). Кривая Γ, определенная соотношением 𝑅(𝑧, 𝑤) = 0, называется спектраль-

ной кривой. Если

𝐿𝑛𝜓 = 𝑧𝜓, 𝐿𝑚𝜓 = 𝑤𝜓,

то (𝑧, 𝑤) ∈ Γ. Для почти всех (𝑧, 𝑤) ∈ Γ размерность пространства общих
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собственных функций 𝜓 одна и та же. Размерность пространства общих соб-

ственных функций двух коммутирующих дифференциальных операторов на-

зывается рангом. Ранг является общим делителем порядков операторов 𝑚 и 𝑛.

Род спектральной кривой иногда называют родом коммутирующей пары.

Лакс заметил, что многие нелинейные уравнения математической физики эк-

вивалентны условию коммутации некоторых дифференциальных операторов.

То есть, если мы будем уметь явно находить коэффициенты коммутирующих

дифференциальных операторов, то мы сможем находить решения уравнений

математической физики (см. [7], [20], [21], [22]).

Также интересны коммутирующие дифференциальные операторы с полиноми-

альными коэффициентами. Алгебра дифференциальных операторов с полино-

миальными коэффициентами изоморфна первой алгебре Вейля. Первая алгебра

Вейля обозначается как 𝐴1. Можно рассматривать и обобщения, дифференци-

альные операторы от нескольких переменных с полиномиальными коэффициен-

тами. Алгебра дифференциальных операторов от 𝑛 переменных с полиномиаль-

ными коэффициентами изоморфна 𝑛−ой алгебре Вейля. Через 𝐴𝑛 обозначается

𝑛−ая алгебра Вейля. Существует гипотеза Диксмье, которая утверждает, что

гомоморфизм алгебры

𝑓 : 𝐴𝑛 → 𝐴𝑛

такой, что

[𝑓(𝜕𝑥𝑖), 𝑓(𝑥𝑗)] = [𝜕𝑥𝑖, 𝑥𝑗] = 𝛿𝑖𝑗.

является автоморфизмом. Обозначим эту гипотезу, для краткости, через 𝐷𝐶𝑛.

А гипотезу о якобиане для C𝑛 обозначим 𝐽𝐶𝑛. Канель-Белов с Концевичем в

[23], и независимо от них, Тсушимото [24] доказали, что из 𝐷𝐶𝑛 следует 𝐽𝐶𝑛, а

из 𝐽𝐶2𝑛 следует 𝐷𝐶𝑛. То есть гипотеза Диксмье и гипотеза о якобиане стабиль-

но эквивалентны. Примеры коммутирующих дифференциальных операторов с

полиномиальными коэффициентами могут помочь сравнить эндоморфизмы ал-
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гебр Вейля с их автоморфизмами. Тем самым, поиск примеров коммутирующих

дифференциальных операторов с полиномиальными коэффициентами является

важной и сложной задачей.

Коэффициенты коммутирующих операторов ранга 1 явно выражаются че-

рез тэта-функции Римана [5]. Случай ранга больше 1 значительно сложней.

Первые примеры коммутирующих дифференциальных операторов ранга 2 со

спектральной кривой рода 𝑔 = 1 были построены Диксмье [13] для невырож-

денной эллиптической кривой 𝑤2 = 𝑧3 − 𝛼 с произвольным числом 𝛼:

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝑥3 + 𝛼)2 + 2𝑥,

𝑀 = (𝜕2𝑥 + 𝑥3 + 𝛼)3 + 3𝑥𝜕2𝑥 + 3𝜕𝑥 + 3𝑥(𝑥2 + 𝛼),

где 𝐿 и 𝑀 – коммутирующая пара операторов Диксмье ранга 2 рода 1. Общая

классификация коммутирующих операторов ранга больше единицы была полу-

чена Кричевером [6]. Общая форма коммутирующих операторов ранга 2 для

произвольной эллиптической кривой была получена Кричевером и Новиковым

[7]. Общий вид операторов ранга 3 для произвольной эллиптической кривой

(общий вид операторов ранга 3, рода 1 параметризуется двумя произвольными

функциями) был найден Моховым [8], [9]. Более того, примеры коммутирую-

щих операторов рода 1 с полиномиальными коэффициентами были построены

для произвольного ранга. При этом даже в тех случаях, для которых были по-

лучены явные формулы для общего вида коммутирующих операторов, задача

выделения коммутирующих операторов с полиномиальными коэффициентами

является нетривиальной и полностью не решена до сих пор. Задача полного опи-

сания коммутирующих операторов с полиномиальными коэффициентами была

поставлена и рассмотрена Моховым в [18]. В частности, задача описания всех

коммутирующих операторов ранга 2 и рода 1 с полиномиальными коэффициен-

тами рассматривалась Моховым в [19] и [11], где было получено много явных
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примеров. Миронов в [12] построил примеры коммутирующих операторов 𝐿 и

𝑀 ранга 2 и произвольного рода 𝑔:

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴3𝑥
3 + 𝐴2𝑥

2 + 𝐴1𝑥+ 𝐴0)
2 + 𝑔(𝑔 + 1)𝐴3𝑥,

𝑀 2 = 𝐿2𝑔+1 + 𝑎2𝑔𝐿
2𝑔 + ...+ 𝑎1𝐿+ 𝑎0,

где 𝐴𝑖 – произвольные константы, 𝐴3 ̸= 0, 𝑎𝑖 – некоторые константы.

Кроме того, Мироновым в [14] было доказано, что

𝐿1 = (𝜕2𝑥 + 𝛼1𝒫(𝑥) + 𝛼0)
2 + 𝛼1𝑔2𝑔(𝑔 + 1)𝒫(𝑥), 𝛼1 ̸= 0,

𝑀 2
1 = 𝐿2𝑔+1

1 + 𝑎2𝑔𝐿
2𝑔
1 + ...+ 𝑎1𝐿1 + 𝑎0,

где 𝒫 удовлетворяет уравнению

(𝒫 ′(𝑥))2 = 𝑔2𝒫2(𝑥) + 𝑔1𝒫(𝑥) + 𝑔0, 𝑔2 ̸= 0,

—коммутирующая пара ранга 2, рода 𝑔.

В той же работе доказано, что

𝐿2 = (𝜕2𝑥 + 𝛼1℘(𝑥) + 𝛼0)
2 + 𝑠1℘(𝑥) + 𝑠2℘

2(𝑥),

𝑀 2
2 = 𝐿2𝑔+1

2 + 𝑏2𝑔𝐿
2𝑔
2 + ...+ 𝑏1𝐿2 + 𝑏0,

где ℘(𝑥) - эллиптическая функция Вейерштрасса, 𝛼1 =
1
4 − 2𝑔2 − 2𝑔,

𝑠1 =
1
4𝑔(𝑔 + 1)(16𝛼0 + 5𝑔2), 𝑠2 = −4𝑔(𝑔 + 2)(𝑔2 − 1), тоже коммутирующая па-

ра ранга 2, рода 𝑔. Примеры коммутирующих операторов произвольного рода

и произвольного ранга с полиномиальными коэффициентами были построены

Моховым в [19]. Интересные результаты о коммутирующих дифференциаль-

ных операторах с полиномиальными коэффициентами ранга 2 и рода 1 были

получены Мироновым и Жегловым в [18].

В диссертации исследуются коммутирующие дифференциальные операторы
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ранга 2. Найдены новые примеры коммутирующих операторов ранга 2 со спек-

тральной кривой произвольного рода. В некоторых частных случаях найдены

их общие собственные функции, которые выражаются через функции Бессе-

ля и Гойна. Это единственные, явно найденные, собственные функций у пары

коммутирующих операторов с полиномиальными коэффициентами с неособой

спектральной кривой. Рассмотрим дифференциальный оператор 𝐿4 = 𝜕4𝑥+𝑢(𝑥)

и дифференциальный оператор 𝑀 порядка 4𝑔+2. Найдены необходимые усло-

вия на функцию 𝑢(𝑥), а в некоторых случаях и достаточные, чтобы оператор

𝐿4 коммутировал с оператором 𝑀 и они образовывали бы пару ранга 2 (см.

[33], [34]).

2. Цели работы.

Найти явно примеры коммутирующих дифференциальных операторов ранга 2

с полиномиальными коэффициентами. Вычислить собственные функции неко-

торых найденных коммутирующих операторов со спектральной кривой рода 1

в точках ветвления. Найти примеры операторов вида 𝐿4 = 𝜕4𝑥 + 𝑢(𝑥), где 𝐿4

коммутирует с оператором 𝑀 порядка 4𝑔 + 2 и операторы 𝐿4 и 𝑀 образуют

пару ранга 2.

3. Научная новизна.

Все результаты работы являются новыми, получены автором самостоятельно.

В диссертации получены следующие основные результаты:

∙ Найдены новые коммутирующие дифференциальные операторы ранга 2 со

спектральной кривой произвольного рода.

∙ Вычислены собственные функции некоторых найденных коммутирующих опе-

раторов со спектральной кривой рода 1 в точках ветвления.
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∙ Найдены необходимые, а в некоторых случаях и достаточные условия на

функцию 𝑢(𝑥), что 𝐿4 = 𝜕4𝑥+𝑢(𝑥) коммутирует с оператором 𝑀 порядка 4𝑔+2

и операторы 𝐿4 и 𝑀 образуют пару ранга 2 рода 𝑔.

4. Основные методы исследования.

В работе используются результаты полученные Кричевером и Новиковым в

[5], [6] и [7]. Также работа существенно опирается на результаты полученные

Мироновым в [12]. Используются некоторые идеи из работ [9], [22].

5. Теоретическая и практическая ценность работы.

Работа имеет теоретический характер. Полученные в ней результаты могут

быть использованы для поиска новых решений уравнений математической фи-

зики. Результаты диссертации также могут помочь в доказательстве или опро-

вержении гипотезы Диксмье.

6. Апробация работы

Результаты диссертации докладывались автором на следующих семинарах и

общеуниверситетских, всероссийских и международных конференциях.

∙ Международная конференция «Recent Advances in Complex Differential Geometry»,

Toulouse, France, July 13–22, 2016

Постер «Commuting differential operators».
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Глава 1

1 Предварительные сведения

Рассмотрим два дифференциальных оператора

𝐿𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖(𝑥)𝜕
𝑖
𝑥, 𝐿𝑚 =

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑣𝑖(𝑥)𝜕
𝑖
𝑥

Условие коммутации операторов 𝐿𝑛 и 𝐿𝑚

[𝐿𝑛, 𝐿𝑚] = 𝐿𝑛𝐿𝑚 − 𝐿𝑚𝐿𝑛 = 0

представляет собой очень сложную систему нелинейных дифференциальных

уравнений на коэффициенты операторов.

Пусть 𝐿𝑘 – оператор порядка 𝑘 > 1. С помощью замены переменной и сопря-

жения операторов функциями можем без потери общности считать, что опера-

торы 𝐿𝑛 и 𝐿𝑚 имеют вид (см. [3])

𝐿𝑛 = 𝜕𝑛𝑥 +
𝑛−2∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖(𝑥)𝜕
𝑖
𝑥, 𝐿𝑚 = 𝜕𝑚𝑥 +

𝑚−2∑︁
𝑖=0

𝑣𝑖(𝑥)𝜕
𝑖
𝑥

Верна следующая лемма [2].

Лемма 1.1 Если 𝐿𝑛𝐿𝑘 = 𝐿𝑘𝐿𝑛 и 𝐿𝑚𝐿𝑘 = 𝐿𝑘𝐿𝑚, то 𝐿𝑛𝐿𝑚 = 𝐿𝑚𝐿𝑛.

Доказательство.

Рассмотрим псевдодифференциальный оператор

𝑆 = 1 + 𝑠1(𝑥)𝜕
−1
𝑥 + 𝑠2(𝑥)𝜕

−2
𝑥 + ...,

где

𝜕−1
𝑥 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝜕−1

𝑥 − 𝑓 ′(𝑥)𝜕−2
𝑥 + 𝑓 ′′(𝑥)𝜕−3

𝑥 − ...

Непосредственным вычислением легко доказать, что существует псевдодиффе-

ренциальный оператор 𝑆, что 𝐿𝑘𝑆 = 𝑆𝜕𝑘𝑥 или, что эквивалентно 𝑆−1𝐿𝑘𝑆 = 𝜕𝑘𝑥.
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По условию 𝐿𝑘 коммутирует с 𝐿𝑛 и c 𝐿𝑚, а значит 𝜕𝑘𝑥 коммутирует с ̃︁𝐿𝑛 =

𝑆−1𝐿𝑛𝑆 и с ̃︁𝐿𝑚 = 𝑆−1𝐿𝑚𝑆. Но вычисления показывают, что если 𝜕𝑘𝑥 комму-

тирует с ̃︁𝐿𝑛 и ̃︁𝐿𝑚, то последние имеют постоянные коэффициенты. Значит̃︁𝐿𝑛̃︁𝐿𝑚 = ̃︁𝐿𝑚̃︁𝐿𝑛. Следовательно 𝐿𝑛𝐿𝑚 = 𝐿𝑚𝐿𝑛.

Доказательство завершено.

В основе применимости методов алгебраической геометрии лежит следующая

теорема, доказанная Бурхналлом и Чаунди (см. [3, 4]).

Теорема 1.2 Если операторы 𝐿𝑛 и 𝐿𝑚 коммутируют, то существует ненулевой

полином 𝑅(𝑧, 𝑤) такой, что 𝑅(𝐿𝑛, 𝐿𝑚) = 0.

Доказательство.

Возьмем какое-нибудь решение 𝐿𝑛𝜓 = 𝑧𝜓, где 𝑧—произвольное комплексное

число. Так как 𝐿𝑛𝐿𝑚 = 𝐿𝑚𝐿𝑛, то 𝐿𝑛(𝐿𝑚𝜓) = 𝑧(𝐿𝑚𝜓). То есть 𝐿𝑚 являет-

ся линейным оператором на пространстве собственных функций оператора 𝐿𝑛.

Выберем базис на пространстве решений уравнения 𝐿𝑛𝜓(𝑥, 𝑧;𝑥0) = 𝑧𝜓(𝑥, 𝑧;𝑥0)

𝑑𝑗

𝑑𝑥𝑗
𝜓𝑖(𝑥, 𝑧;𝑥0)|𝑥=0 = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 𝑗 = 0, ..., 𝑛− 1, (1.1)

где 𝑥0 - некоторая точка. Соответственно

𝐿𝑚𝜓1(𝑥, 𝑧;𝑥0) = 𝛼1
1(𝑥0)𝜓1(𝑥, 𝑧;𝑥0) + ...+ 𝛼𝑛1(𝑥0)𝜓𝑛(𝑥, 𝑧;𝑥0)

...

𝐿𝑚𝜓𝑛(𝑥, 𝑧;𝑥0) = 𝛼1
𝑛(𝑥0)𝜓1(𝑥, 𝑧;𝑥0) + ...+ 𝛼𝑛𝑛(𝑥0)𝜓𝑛(𝑥, 𝑧;𝑥0),

(1.2)

где 𝛼𝑖𝑗(𝑥0) – комплексные числа, зависящие от точки нормировки 𝑥0. Оператор

𝐿𝑚 в базисе (1.1) записывается матрицей 𝛼𝑗𝑖 (𝑥0). Обозначим матрицу 𝛼𝑗𝑖 (𝑥0) че-

рез 𝐶(𝑥0). Так как 𝐿𝑛𝜓𝑖(𝑥, 𝑧;𝑥0) = 𝑧𝜓𝑖(𝑥, 𝑧;𝑥0), то мы знаем значение функции

𝜓
(𝑛)
𝑖 (𝑥, 𝑧;𝑥0) в точке 𝑥0. Дифференцируя выражение 𝐿𝑛𝜓𝑖(𝑥, 𝑧;𝑥0) = 𝑧𝜓𝑖(𝑥, 𝑧;𝑥0)

и, подставляя точку 𝑥 = 𝑥0, найдем 𝜓
(𝑙)
𝑖 (𝑥0, 𝑧;𝑥0) для любого 𝑖 и 𝑙. То есть мы

можем для любого 𝑖 вычислить 𝐿𝑚𝜓𝑖(𝑥, 𝑧;𝑥0)|𝑥=𝑥0. Учитывая нормировку (1.1),
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из выражений (1.2) получим, что матрица 𝐶(𝑥0) полиномиально зависит от 𝑧.

Рассмотрим характеристическое уравнение оператора 𝐶(𝑥0)

𝑅(𝑧, 𝑤) = 𝑑𝑒𝑡|𝐶(𝑥0)− 𝑤𝐸| = 0. (1.3)

Характеристическое уравнение не зависит от выбора базиса и соответственно

от точки 𝑥0. При каждом фиксированном 𝑧 мы имеем хотя бы одно 𝑤, что

𝐿𝑛𝜓 = 𝑧𝜓(𝑥, 𝑧;𝑥0), 𝐿𝑚𝜓 = 𝑤𝜓(𝑥, 𝑧;𝑥0). (1.4)

Рассмотрим 𝑅(𝐿𝑛, 𝐿𝑚) и заметим, что 𝑅(𝐿𝑛, 𝐿𝑚) является линейным диффе-

ренциальным оператором. Но при каждом 𝑧 существует хотя бы одно решение

(1.4) и тем самым на каждом таком решении 𝑅(𝐿𝑛, 𝐿𝑚)𝜓(𝑥, 𝑧;𝑥0) = 0. Но чи-

сел 𝑧 бесконечно и тем самым ядро линейного дифференциального оператора

𝑅(𝐿𝑛, 𝐿𝑚) бесконечномерно, а значит 𝑅(𝐿𝑛, 𝐿𝑚) ≡ 0.

Доказательство завершено.

Рассмотрим дифференциальный оператор

𝐿𝑛 = 𝜕𝑛𝑥 +
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖(𝑥)𝜕
𝑖
𝑥.

Здесь мы на 𝐿𝑛 не накладываем никаких ограничений и не требуем, чтобы

он с чем-то коммутировал. Если допустить, что коэффициентами оператора

𝐿𝑛 являются константы, то почти всегда собственные функции оператора 𝐿𝑛

будут экспонентами. И естественно попытаться найти формальную собственную

функцию в виде

𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0) = (
∞∑︁
𝑠=𝑁

𝜉0(𝑥)

𝑘𝑠
)𝑒𝑘(𝑥−𝑥0), (1.5)

где 𝑘𝑛 = 𝑧, а 𝑁 – произвольное целое число, не обязательно положительное.

Отметим, что мы ищем лишь формальное решение.
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Теорема 1.3 Существует единственное решение уравнения

𝐿𝑛𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0) = 𝑘𝑛𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0) (1.6)

в пространстве формальных рядов вида (1.5) с условиями нормировки 𝜉𝑠(𝑥) =

0 при 𝑠 < 0, 𝜉0(𝑥0) = 1 и 𝜉𝑠(𝑥0) = 0 при 𝑠 > 0. Формальные решения с такой

нормировкой будем обозначать 𝜓0(𝑥, 𝑘, 𝑥0).

Доказательство.

Подставим ряд (1.5) в уравнение (1.6) и приравняем коэффициенты при оди-

наковых степенях 𝑘. Получим дифференциальные уравнения, которые при ука-

занной нормировке решаются однозначно.

Доказательство завершено.

Пусть 𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0) — любое другое решение уравнения (1.6) в виде ряда (1.5).

Рассмотрим ряд 𝜓(𝑥,𝑘;𝑥0)
𝜓(𝑥0,𝑘;𝑥0)

. Тогда 𝜓(𝑥,𝑘;𝑥0)
𝜓(𝑥0,𝑘;𝑥0)

удовлетворяет условиям нормировки

из теоремы 1.3 и

𝐿𝑛
𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0)

𝜓(𝑥0, 𝑘;𝑥0)
=

1

𝜓(𝑥0, 𝑘;𝑥0)
𝐿𝑛𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0) = 𝑘𝑛

𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0)

𝜓(𝑥0, 𝑘;𝑥0)
.

Но по теореме 1.3 решение определяется однозначно и тем самым

𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0)

𝜓(𝑥0, 𝑘;𝑥0)
= 𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0).

То есть

𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0) = 𝜓(𝑥0, 𝑘;𝑥0)𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0).

Формальный ряд 𝜓(𝑥0, 𝑘;𝑥0) обозначим через 𝐴(𝑥0, 𝑘). Так как 𝐿𝑚𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0)

является решением 𝐿𝑛 и имеет вид (1.5), то

𝐿𝑚𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0) = 𝐴(𝑥0, 𝑘)𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0).

Докажем следующую важную лемму.
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Лемма 1.4 Ряд 𝐿𝑚𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0) имеет вид 𝐴(𝑘)𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0), где 𝐴(𝑘) — формаль-

ный ряд Лорана, зависящий только от 𝑘.

Доказательство.

Мы уже доказали, что 𝐿𝑚𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0) = 𝐴(𝑥0, 𝑘)𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0). Докажем, что𝐴(𝑥0, 𝑘)

не зависит от 𝑥0.

𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥1)𝑒
𝑘(𝑥1−𝑥0) = 𝐵(𝑥0, 𝑥1, 𝑘)𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0),

𝐵(𝑥0, 𝑥1, 𝑘) = 1 +
∞∑︁
𝑠=1

𝐵𝑠(𝑥0, 𝑥1)𝑘
−𝑠.

Тогда

𝐴(𝑥1, 𝑘) = (𝐿𝑚𝜓0(𝑥, 𝑘, 𝑥1))𝜓
−1
0 (𝑥, 𝑘;𝑥1) =

= (𝐿𝑚(𝑒
−𝑘(𝑥1−𝑥0)𝐵(𝑥0, 𝑥1, 𝑘)𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0))𝑒

𝑘(𝑥1−𝑥0)𝐵−1(𝑥0, 𝑥1, 𝑥)𝜓
−1
0 (𝑥, 𝑘;𝑥0) =

= 𝐴(𝑥0, 𝑘).

Таким образом, 𝐴(𝑥0, 𝑘) не зависит от 𝑥0.

Доказательство завершено.

Заметим, что все производные 𝜕𝑟𝜓0(𝑥,𝑙;𝑥0)
𝜕𝑥𝑟 полиномиально зависят от коэффици-

ентов 𝑢𝑖(𝑥) и их производных. Мы видим, что

𝐿𝑚𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0) = 𝑘𝑚 +
∞∑︁

𝑠=−𝑚+1

𝐴𝑠𝑘
𝑠.

Сравнивая коэффициенты по 𝑘, легко видеть, что все коэффициенты оператора

𝐿𝑚 полиномиально зависят от коэффициентов 𝑢𝑖(𝑥) и их производных.

2. Классификация коммутирующих дифференциальных операторов

Кривая Γ, определенная соотношением 𝑅(𝑧, 𝑤) = 0, называется спектраль-

ной кривой. Если
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𝐿𝑛𝜓 = 𝑧𝜓, 𝐿𝑚𝜓 = 𝑤𝜓,

то (𝑧, 𝑤) ∈ Γ. Для почти всех (𝑧, 𝑤) ∈ Γ размерность пространства общих

собственных функций 𝜓 одна и та же. Размерность пространства общих соб-

ственных функций пары коммутирующих дифференциальных операторов на-

зывается рангом.

Мы установили существования формального решения 𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0) и доказа-

ли, что любое формальное решение (1.5) имеет вид 𝐴(𝑘)𝜓(𝑥, 𝑘;𝑥0). Рассмот-

рим характеристическое уравнение (1.3). Уравнение 𝑅(𝑧, 𝑤) = 0 не зависит от

выбора базиса в пространстве решений уравнения 𝐿𝑛𝜓 = 𝑧𝜓. Формальные ре-

шения 𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0), где 𝑘𝑛 = 𝑧 — линейно независимы над полем формальных

Лорановских рядов по 𝑘. И ничто не мешает рассмотреть действие оператора

𝐿𝑛 на пространстве формальных рядов над полем Лорановских рядов. Ряды

𝜓0(𝑥, 𝑘;𝑥0) являются собственными функциями для оператора 𝐿𝑚 с собствен-

ным значением 𝐴(𝑘). Следовательно,

𝑅(𝑧, 𝑤) =
𝑛−1∏︁
𝑗=0

(𝑧 − 𝐴(𝑘𝑗)),

где

𝑤(𝑧) = (𝑘𝑗)𝑚 +
∞∑︁

𝑠=−𝑚+1

𝐴𝑠(𝑘
𝑗)𝑠

— разложение в ряд по 𝑘−1 ветвей алгебраической функции 𝑤(𝑧): 𝑅(𝑧, 𝑤) =

0; 𝑘𝑛 = 𝑧. Если ряды 𝐴(𝑘𝑗) различны при 0 6 𝑗 6 𝑛 − 1, то при больших

𝑧, а тогда и при почти всех 𝑧, собственные значения 𝑤𝑗(𝑧) различны. В этом

случае для точки общего положения (𝑧, 𝑤𝑗(𝑧)) кривой 𝑅(𝑧, 𝑤) = 0 существует

единственная собственная функция 𝜓(𝑥, 𝑧, 𝑤) операторов 𝐿𝑛 и 𝐿𝑚, то есть ранг

коммутирующей пары равен 1. Этот случай полностью разобран в [5], [6], где

получены явные формулы для 𝜓(𝑥, 𝑧, 𝑤) и для коэффициентов оператора 𝐿𝑛
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в терминах тэта-функций Римана. Если ряды 𝐴(𝑘𝑗) совпадают при некоторых

различных 𝑗, то 𝐴(𝑘) = ̃︀𝐴(𝑘𝑙). Очевидно, что 𝑙 является общим делителем 𝑚 и

𝑛. При этом

𝑅(𝑧, 𝑤) =

𝑗=𝑛−1∏︁
𝑗=0

(𝑧 − 𝐴(𝑘𝑗)) =

𝑗=𝑛−1∏︁
𝑗=0

(𝑧 − ̃︀𝐴((𝑘𝑙)𝑗)) =
=

𝑗=̃︀𝑛−1∏︁
𝑗=0

(𝑧 − ̃︀𝐴((𝑘𝑙)𝑗))𝑙 = ̃︀𝑅𝑙(𝑧, 𝑤),

где ̃︀𝑛𝑙 = 𝑛. Кривая Γ: ̃︀𝑅(𝑧, 𝑤) = 0 неприводима, пополняется в бесконечности

единственной точкой 𝑃0, в окрестности которой локальным параметром явля-

ется 𝑧(𝑃 )−
1̃︀𝑛 . Каждой точке общего положения 𝑃 = (𝑧, 𝑤) кривой Γ отвечает

𝑙 — мерное пространство собственных функций оператора 𝐿𝑚 с собственным

значением 𝑤 = 𝑤(𝑃 ), то есть 𝑙 — ранг коммутирующей пары 𝐿𝑛, 𝐿𝑚.

Приведем классификацию скалярных коммутирующих операторов ранга 𝑙>1

[6]. Нормируем общие собственные функции условием

𝑑𝑖

𝑑𝑥𝑖
𝜓𝑗(𝑥, 𝑃 ;𝑥0)|𝑥=𝑥0 = 𝛿𝑖𝑗, 0 6 𝑖, 𝑗 6 𝑙 − 1.

В работе [6] доказано, что функции 𝜓𝑗(𝑥, 𝑃 ;𝑥0) обладает следующими анали-

тическими свойствами:

1. 𝜓𝑗(𝑥, 𝑃 ;𝑥0) мероморфны на кривой Γ вне 𝑃0 и имеют по 𝑙𝑔 простых полю-

сов 𝛾𝑖(𝑥0),

𝜓𝑗(𝑥, 𝑧;𝑥0) v
𝜓𝑖𝑗(𝑥, 𝑥0)

𝑧 − 𝛾𝑖(𝑥0)
1 6 𝑖 6 𝑙𝑔,

в окрестности полюса 𝛾𝑖(𝑥0).

2. Все вычеты 𝜓𝑖𝑗(𝑥, 𝑥0) пропорциональны одному: 𝜓𝑖,𝑗 = 𝛼𝑖,𝑗(𝑥0)𝜓𝑖,𝑙−1,

0 6 𝑗 6 𝑙 − 2.

3. Если 𝑘−1(𝑃 ) – локальный параметр на Γ в окрестности 𝑃0, то имеет место
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асимптотика:
−→
𝜓 (𝑥, 𝑃 ;𝑥0) = (

∞∑︁
𝑠=0

−→
𝜉 𝑠(𝑥)𝑘

−𝑠)Φ0(𝑥, 𝑘;𝑥0),

где
−→
𝜓 (𝑥, 𝑃 ;𝑥0) = (𝜓0(𝑥, 𝑃 ;𝑥0), ..., 𝜓𝑙−1(𝑥, 𝑃 ;𝑥0)),

−→
𝜉 0(𝑥) = (1, 0..., 0),

−→
𝜉 𝑠(𝑥0) =

−→
0 , 𝑠 > 1, Φ0(𝑥, 𝑘;𝑥0) = (Φ𝑖𝑗

0 ) – решение уравнения 𝑑
𝑑𝑥Φ0 = 𝑆Φ0, Φ𝑖𝑗

0 (𝑥0, 𝑘;𝑥0) =

𝛿𝑖𝑗, 0 6 𝑖, 𝑗 6 𝑙 − 1,

𝑆 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 0 1

𝑘 + 𝑤0(𝑥) 𝑤1(𝑥) 𝑤2(𝑥) ... 𝑤𝑙−2(𝑥) 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Теорема 1.7 [6] Аналитические свойства 1,2,3, произвольные константы

(𝛾𝑖, 𝛼𝑖𝑗) и произвольные функции 𝑤0(𝑥), ..., 𝑤𝑙−2(𝑥) определяют вектор-функцию

𝜓(𝑥, 𝑃 ;𝑥0) и коммутирующую пару 𝐿𝑛, 𝐿𝑚 ранга 𝑙 общего положения.

Доказательство основано на сведении к задаче Римана на кривой Γ и не дает

эффективных формул для коэффициентов коммутирующих операторов. В [6],

[20] предложен метод деформации параметров (𝛾𝑖, 𝛼𝑖𝑗), позволяющий в ряде

случаев получить точные решения.

Рассмотрим матрицу Вронского

Ψ(𝑥, 𝑃 ;𝑥0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜓0 𝜓1 ... 𝜓𝑙−1

𝜓′
0 𝜓′

1 ... 𝜓′
𝑙−1

... ... ... ...

𝜓𝑙−1
0 𝜓𝑙−1

1 ... 𝜓𝑙−1
𝑙−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
вектор функции

−→
𝜓 (𝑥, 𝑃 ;𝑥0). Заметим, что Ψ𝑥Ψ

−1 не зависит от 𝑥0 и
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Ψ𝑥Ψ
−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1

𝜒0 𝜒1 𝜒2 ... 𝜒𝑙−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

где 𝜒𝑖(𝑥, 𝑃 ) — мероморфные функции на кривой Γ. При 𝑥 = 𝑥0 полюсы 𝜒𝑖(𝑥, 𝑃 )

совпадают с 𝛾1(𝑥0), ..., 𝛾𝑙𝑔(𝑥0), а отношения вычетов функции 𝜒𝑖(𝑥, 𝑃 ) в точках

𝛾𝑗(𝑥0) совпадают с параметрами 𝛼𝑖,𝑗(𝑥0):

𝛼𝑗,𝑖(𝑥0)𝑟𝑒𝑠𝛾𝑗(𝑥0)(𝜒𝑙−1) = 𝑟𝑒𝑠𝛾𝑗(𝑥0)(𝜒𝑖).

В окрестности 𝑃0 на Γ функции 𝜒𝑗(𝑥, 𝑃 ) имеют вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜒0(𝑥, 𝑃 ) = 𝑘 + 𝑤0(𝑥) +𝑂(𝑘−1),

𝜒𝑠(𝑥, 𝑃 ) = 𝑤𝑠(𝑥) +𝑂(𝑘−1), 1 6 𝑠 6 𝑙 − 2,

𝜒𝑙−1(𝑥, 𝑃 ) = 𝑂(𝑘−1).

Разложение 𝜒𝑗(𝑥, 𝑃 ) в окрестности полюса 𝛾𝑖(𝑥) имеет вид

𝜒𝑗(𝑥, 𝑃 ) =
𝑐𝑖,𝑗(𝑥)

𝑘 − 𝛾𝑗(𝑥)
+ 𝑑𝑖,𝑗(𝑥) +𝑂(𝑘 − 𝛾𝑖(𝑥)),

𝑐𝑖𝑗 = 𝛼𝑖,𝑗𝑐𝑖,𝑙−1, 0 6 𝑗 6 𝑙 − 1, 1 6 𝑖 6 𝑙𝑔.

Теорема 1.8 [6], [7] Параметры 𝛾𝑖(𝑥), 𝛼𝑖,𝑗(𝑥), 1 6 𝑖 6 𝑙𝑔, 0 6 𝑗 6 𝑙 − 2,

удовлетворяет системе уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝛾′𝑖 = −𝑐𝑖,𝑙−1,

𝛼′
𝑖,0 = 𝛼𝑖,0𝛼𝑖,𝑙−2 + 𝛼𝑖,0𝑑𝑖,𝑙−1 − 𝑑𝑖,0,

𝛼′
𝑖,𝑗 = 𝛼𝑖,𝑗𝛼𝑖,𝑙−2 − 𝛼𝑖,𝑗−1 + 𝛼𝑖,𝑗𝑑𝑖𝑙−1 − 𝑑𝑖,𝑗, 𝑗 > 1.

Общие собственные функции коммутирующих операторов ранга 𝑙 опреде-
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ляются из уравнения

𝜓(𝑙)(𝑥, 𝑃 ) = 𝜒𝑙−1(𝑥, 𝑃 )𝜓
(𝑙−1)(𝑥, 𝑃 ) + ...+ 𝜒0𝜓(𝑥, 𝑃 ), (1.7)

Для произвольных функций 𝑤𝑖(𝑥), 0 6 𝑖 6 𝑙 − 2, решение системы однозначно

определяет набор мероморфных функций 𝜒𝑗(𝑥, 𝑃 ) с необходимыми аналити-

ческими свойствами. По асимптотикам 𝜒𝑗(𝑥, 𝑃 ) в окрестности 𝑃0 на Γ восста-

навливаются коммутирующие операторы. Общая форма коммутирующих опе-

раторов ранга 2 для произвольной эллиптической кривой была получена Кри-

чевером и Новиковым [7]. Общий вид операторов ранга 3 для произвольной

эллиптической кривой (общий вид операторов ранга 3, рода 1 параметризуется

двумя произвольными функциями) был найден Моховым [8], [9]. Более того,

примеры коммутирующих операторов рода 1 с полиномиальными коэффициен-

тами были построены для произвольного ранга. При этом даже в тех случаях,

для которых были получены явные формулы для общего вида коммутирующих

операторов, задача выделения коммутирующих операторов с полиномиальны-

ми коэффициентами является нетривиальной и полностью не решена до сих

пор. Задача полного описания коммутирующих операторов с полиномиальны-

ми коэффициентами была поставлена и рассматривалась Моховым в [18].

3. Коммутирующие операторы ранга 2

Рассмотрим оператор

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝑉 (𝑥))2 +𝑊 (𝑥). (1.8)

Из работы [12] известно, что этот оператор коммутирует с некоторым операто-

ром 𝑀 порядка 4𝑔 + 2, причем спектральная кривая пары 𝐿, 𝑀 имеет род 𝑔,
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тогда и только тогда, когда найдется полином

𝑄 = 𝑧𝑔 + 𝑎1(𝑥)𝑧
𝑔−1 + 𝑎2(𝑥)𝑧

𝑔−2 + ...+ 𝑎𝑔−1(𝑥)𝑧 + 𝑎𝑔(𝑥),

для которого выполняется следующее соотношение:

𝑄(5) + 4𝑉 𝑄′′′ + 6𝑉 ′𝑄′′ + 2𝑄′(2𝑧 − 2𝑊 + 𝑉 ′′)− 2𝑄𝑊 ′ ≡ 0, (1.9)

𝑄′ здесь означает 𝜕𝑥𝑄. Спектральная кривая и коэффициенты в уравнении

общих собственных функций имеют вид

4𝑤2 = 4𝐹 (𝑧) = 4(𝑧 −𝑊 )𝑄2 − 4𝑉 (𝑄′)2 + (𝑄′′)2 − 2𝑄′𝑄′′′+

+2𝑄(2𝑉 ′𝑄′ + 4𝑉 𝑄′′ +𝑄(4)),

𝜒1 =
𝑄′

𝑄
, 𝜒0 = −𝑄

′′

2𝑄
+
𝑤

𝑄
− 𝑉.

Перепишем (1.9) в виде

4𝑄′𝑧 ≡ −𝑄(5) − 4𝑉 𝑄′′′ − 6𝑉 ′𝑄′′ − 2𝑄′𝑉 ′′ + 2𝑄𝑊 ′ + 4𝑄′𝑊.

Получаем следующую систему на 𝑎𝑖(𝑥):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎1 = 𝑊/2 + 𝐶1

4𝑎′2 = −𝑎(5)1 − 4𝑉 𝑎′′′1 − 6𝑉 ′𝑎′′1 − 2𝑎′1𝑉
′′ + 2𝑎1𝑊

′ + 4𝑎′1𝑊

...

4𝑎′𝑖+1 = −𝑎(5)𝑖 − 4𝑉 𝑎′′′𝑖 − 6𝑉 ′𝑎′′𝑖 − 2𝑎′𝑖𝑉
′′ + 2𝑎𝑖𝑊

′ + 4𝑎′𝑖𝑊

...

4𝑎′𝑔 = −𝑎(5)𝑔−1 − 4𝑉 𝑎′′′𝑔−1 − 6𝑉 ′𝑎′′𝑔−1 − 2𝑎′𝑔−1𝑉
′′ + 2𝑎𝑔−1𝑊

′ + 4𝑎′𝑔−1𝑊

0 = −𝑎(5)𝑔 − 4𝑉 𝑎′′′𝑔 − 6𝑉 ′𝑎′′𝑔 − 2𝑎′𝑔𝑉
′′ + 2𝑎𝑔𝑊

′ + 4𝑎′𝑔𝑊

Из этой системы видно, что результат в [12] можно переформулировать сле-

дующим образом. Пусть 𝑎1 = 𝑊/2 + 𝐶1, где 𝐶1 – произвольная константа.

Определим 𝑎𝑖 рекуррентным соотношением
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𝑎𝑖+1 =
1

4

∫︁
(−𝑎(5)𝑖 − 4𝑉 𝑎′′′𝑖 − 6𝑉 ′𝑎′′𝑖 − 2𝑎′𝑖𝑉

′′ + 2𝑎𝑖𝑊
′ + 4𝑎′𝑖𝑊 )𝑑𝑥. (1.10)

Следовательно, оператор (1.8) коммутирует с оператором порядка 4𝑔 + 2 и со-

ставляет с ним пару операторов ранга 2 тогда и только тогда, когда 𝑎𝑔+1 ≡

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Например

𝑎2 = −1

8
𝑊 (4) − 1

2
𝑉𝑊 ′′ − 1

4
𝑉 ′𝑊 ′ +

3

8
𝑊 2 +

1

2
𝑊𝐶1 + 𝐶2,

где 𝐶2 – константа, которая появляется после интегрирования. Вообще, 𝑎𝑖 со-

держит 𝑖 констант интегрирования, то есть 𝑎𝑖(𝑥) = 𝑎𝑖(𝑥;𝐶1, ..., 𝐶𝑖).
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Глава 2

1. Коммутирующие дифференциальные операторы с

полиномиальными коэффициентами

Рассмотрим оператор

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝑉 (𝑥))2 +𝑊 (𝑥). (2.1)

Доказаны следующие три теоремы.

Теорема 2.1 Оператор 𝐿 = (𝜕2𝑥+𝐴6𝑥
6+𝐴2𝑥

2)2+16𝑔(𝑔+1)𝐴6𝑥
4, где 𝑔 ∈ N, 𝐴6 ̸=

0, а 𝐴2 – произвольное число, коммутирует с некоторым дифференциальным

оператором M порядка 4𝑚+2 при любом 𝑚 > 𝑔. Пара операторов 𝐿, 𝑀 имеет

ранг 2, а ее спектральная кривая имеет вид 𝑤2 = 𝑧2𝑚+1+𝑎2𝑚𝑧
2𝑚+ ...+𝑎1𝑧+𝑎0.

Теорема 2.2 Оператор 𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴4𝑥
4 + 𝐴2𝑥

2 + 𝐴0)
2 + 4𝑔(𝑔 + 1)𝐴4𝑥

2, где

𝑔 ∈ N, 𝐴 ̸= 0 и 𝐴2, 𝐴0 – произвольные числа, коммутирует с некоторым

дифференциальным оператором M порядка 4𝑚 + 2 при любом 𝑚 > 𝑔. Па-

ра операторов 𝐿, 𝑀 имеют ранг 2, а ее спектральная кривая имеет вид

𝑤2 = 𝑧2𝑚+1 + 𝑎2𝑚𝑧
2𝑚 + ...+ 𝑎1𝑧 + 𝑎0.

Теорема 2.3

1) Если 𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴𝑛𝑥
𝑛 + 𝐴𝑛−1𝑥

𝑛−1 + ... + 𝐴0)
2 + 𝐵𝑘𝑥

𝑘 + 𝐵𝑘−1𝑥
𝑘−1 + ... + 𝐵0,

где 𝑛 > 3, 𝑛 ∈ N, 𝐴𝑛 ̸= 0, 𝐵𝑘 ̸= 0, коммутирует с оператором 𝑀 порядка

4𝑔+2 и пара 𝑀 , 𝐿 имеет ранг 2, то 𝑘 = 𝑛− 2 и 𝐵𝑘 = (𝑛− 2)2𝑚(𝑚+1)𝐴𝑛 для

некоторого 𝑚 ∈ N.

2) Если 𝐿 = (𝜕2𝑥 +𝐴𝑥𝑛)2 +𝐵𝑥𝑛−2, 𝐴 ̸= 0, 𝐵 ̸= 0, то при 𝑛 > 6, 𝑛 ∈ N, не суще-

ствует дифференциального оператора M порядка 4𝑔 + 2, коммутирующего с

L, такого, что пара 𝑀 , 𝐿 имела бы ранга 2.
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3) Если 𝑛 = 5, то оператор 𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴𝑥5)2 + 18𝐴𝑥3, 𝐴 ̸= 0, коммутирует с

оператором M порядка 4𝑔 + 2 для любого 𝑔 и M, L – пара операторов ранга 2.

4) Оператор 𝐿 = (𝜕2𝑥 +𝐴𝑥5)2 + 9𝑚(𝑚+ 1)𝐴𝑥3 при 𝑚 > 1, 𝐴 ̸= 0, не коммути-

рует ни с каким оператором M порядка 4𝑔 + 2, с которым он образовывал бы

пару ранга 2.

Отметим, что как показывают выкладки, в случае рода меньше 9 при 𝑚 = 𝑔

спектральная кривая пары операторов из теоремы 2.1 невырожденна для лю-

бого ненулевого 𝐴6 и почти всех 𝐴2. По-видимому, при 𝑚 = 𝑔 спектральная

кривая невырожденна для любого рода 𝑔, но пока это не доказано. При 𝑚 > 𝑔,

по-видимому, спектральная кривая получается всегда вырожденной. Приведем

несколько примеров. При 𝑚 = 𝑔 = 1 спектральная кривая пары операторов из

теоремы 1 имеет вид

𝑤2 = (𝑧 + 16𝐴2)(𝑧
2 + 16𝐴2𝑧 + 192𝐴6).

При 𝑔 = 1,𝑚 = 3 это

𝑤2 = (𝑧+16𝐴2)(𝑧
2+16𝐴2𝑧+192𝐴6)(256𝐴

2
2+𝐶2−16𝐴2𝐶1− (16𝐴2−𝐶1)𝑧+ 𝑧

2)2,

где 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 – произвольные константы. При 𝑚 = 𝑔 = 3 и 𝐴2 = 0 это

𝑤2 = 𝑧(𝑧2 + 288000𝐴6)(273715200𝐴
2
6 + 289152𝐴6𝑧

2 + 𝑧4).

У пары операторов из теоремы 2.2 для почти всех 𝐴2, 𝐴0 спектральная кривая

является невырожденной для 𝑚 = 𝑔 < 9. По-видимому, спектральная кривая

является невырожденной при любых 𝑚 = 𝑔. Приведем несколько примеров.

При 𝑚 = 𝑔 = 1 получается спектральная кривая следующего вида:

𝑤2 = 𝑧3 + 8𝐴2𝑧
2 + 16(𝐴2

2 + 𝐴0𝐴4)𝑧 + 64𝐴0𝐴2𝐴4 + 16𝐴2
4.
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При 𝑔 = 1,𝑚 = 3 и 𝐴2 = 𝐴0 = 0

𝑤2 = (𝑧3 + 16𝐴2
4)(𝐶2 + 𝐶1𝑧 + 𝑧2)2,

где 𝐶1, 𝐶2 – произвольные константы. При 𝑔 = 𝑚 = 3 и 𝐴2 = 𝐴0 = 0 это

𝑤2 = 𝑧(3382560000𝐴4
4 + 117216𝐴2

4𝑧
3 + 𝑧6).

Теорема 2.3 не выполняется для полиномов более общего вида𝐴𝑛𝑥
𝑛+𝐴𝑛−1𝑥

𝑛−1+

... + 𝐴1𝑥 + 𝐴0 и 𝐵𝑥𝑛−2 + 𝐵𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ... + 𝐵1𝑥 + 𝐵0. Например, для любого 𝑛

существует дифференциальный оператор порядка 6, с которым 𝐿 коммутирует

(см. [15]). Есть основания полагать, что 𝐿 коммутирует с оператором порядка

4𝑔 + 2 при 𝑔 > 1 только при 𝑛 = 3, 4, 5, 6, но пока это не доказано.

Доказательство теоремы 2.1

Пусть 𝑉 = 𝐴6𝑥
6 + 𝐴2𝑥

2, а 𝑊 = 16𝐴6𝑔(𝑔 + 1)𝑥4, где 𝑔 ∈ N, то есть оператор

имеет вид

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴6𝑥
6 + 𝐴2𝑥

2)2 + 16𝐴6𝑔(𝑔 + 1)𝑥4. (2.2)

Докажем, что константы 𝐶1, 𝐶2, ..., 𝐶𝑔 можно выбрать таким образом, что 𝑎𝑔+1 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Прямым подсчетом получаем, что

𝑎1 = 𝐶1 + 8𝐴6𝑔(𝑔 + 1)𝑥4.

Из преобразования (1.10) видно, что 𝑎𝑖+1 всегда является полиномом и зависит

от 𝑎𝑖 линейно. Применим (1.10) к 𝑎𝑖 = 𝑥4𝑘 и получим

𝑎𝑖+1 = 𝐶𝑖+1 − 𝑘(4𝑘 − 1)(4𝑘 − 2)(4𝑘 − 3)𝑥4𝑘−4 − 16𝐴2𝑘
2𝑥4𝑘+

+
8𝐴6

𝑘 + 1
(2𝑘 + 1)(𝑔 − 𝑘)(𝑔 + 𝑘 + 1)𝑥4𝑘+4.
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Далее вычисляем с помощью найденного выше закона преобразования

𝑎2 = ̃︀𝐶2 + 8𝐴6( ̃︀𝐶1 − 16𝐴2)𝑔(𝑔 + 1)𝑥4 + 96𝐴2
6𝑔(𝑔 + 1)(𝑔 − 1)(𝑔 + 2)𝑥8,

𝑎3 = ̃︁𝐶3 + 8𝐴6𝑔(𝑔 + 1)(256𝐴2
2 − 16𝐴2

̃︁𝐶1 +̃︁𝐶2 − 5040𝐴6(𝑔 − 1)(𝑔 + 2))𝑥4−

−96𝐴2
6(80𝐴2− ̃︀𝐶1)𝑔(𝑔+1)(𝑔−1)(𝑔+2)𝑥8+1280𝐴3

6𝑔(𝑔+1)(𝑔−1)(𝑔+2)(𝑔−2)(𝑔+3)𝑥12,

где ̃︀𝐶𝑖 – константы, зависящие от 𝐶𝑖. У полинома 𝑎3 есть свободный член ̃︀𝐶3.

При преобразовании (1.10) он умножится на 8𝐴6𝑔(𝑔 + 1)𝑥4 и из него вычтется

16𝐴2 · 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝑥4 и четвертая производная члена 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝑥8. Полином 𝑎4 содержит

свободный член ̃︀𝐶4.

В общем случае пусть 𝑎𝑖 =̃︁𝐶𝑖 +𝐾1
𝑖 𝑥

4 +𝐾2
𝑖 𝑥

8 + ...+𝐾 𝑖
𝑖𝑥

4𝑖. Тогда

𝑎𝑖+1 = ̃︀𝐶𝑖+1 + (8𝐴6𝑔(𝑔 + 1)̃︁𝐶𝑖 − 16𝐴2𝐾
1
𝑖 − 2 · 7 · 6 · 5𝐾2

𝑖 )𝑥
4+

+(𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝐾1
𝑖 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝐾2

𝑖 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝐾3
𝑖 )𝑥

8 + ..+ 8𝐴6(2𝑖+1)
𝑖+1 (𝑔 − 𝑖)(𝑔 + 𝑖+ 1)𝐾 𝑖

𝑖𝑥
4𝑖+4.

Также заметим, что все слагаемые, кроме старшего члена, содержат константы

𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, .... Причем 𝐾 𝑖−1
𝑖 содержит только 𝐶1, 𝐾 𝑖−2

𝑖 содержит только 𝐶1, 𝐶2,

а 𝐾 𝑖−3
𝑖 только 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 и.т.д. Самый старший член не содержит констант ин-

тегрирования.

У 𝑎𝑔+1 старший член 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑥4(𝑔+1) обращается в нуль, так как он домножается

на 8𝐴6(2𝑔+1)
𝑔+1 ·(𝑔−𝑔)(𝑔+𝑔+1) = 0. Таким образом, необходимо выбрать константы

𝐶1, 𝐶2, ..., так чтобы 𝐾𝑚
𝑔+1 = 0 для всех 𝑚. Это всегда можно сделать, так как

старший член у 𝑎𝑔+1, равный 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑥4𝑔 зависит только от 𝐶1, предпоследний
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от 𝐶1 и 𝐶2 и.т.д.

Пусть мы не стали обращать в нуль 𝑎′𝑔+1, а продолжили применять преобра-

зование (1.10). Рассмотрим 𝑎𝑔+1+𝑚, 𝑚 > 0. Заметим, что 𝑎𝑔+1+𝑚 имеет такое

же строение, что и 𝑎𝑔+1, с той лишь разницей, что 𝑎𝑔+1+𝑚 зависит от констант

𝐶1, 𝐶2, ..., 𝐶𝑔+𝑚, 𝐶𝑔+1+𝑚. Значит, мы можем выбрать константы 𝐶1, ..., 𝐶𝑔+1+𝑚

такими, чтобы 𝑎′𝑔+1+𝑚 ≡ 0. А это значит, что найдется дифференциальный опе-

ратор порядка 4(𝑔 + 𝑚) + 2 который будет коммутировать с 𝐿 и вместе они

будут составлять пару операторов ранга 2.

Доказательство теоремы 2.2

Наш оператор имеет вид

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴4𝑥
4 + 𝐴2𝑥

2 + 𝐴0)
2 + 4𝑔(𝑔 + 1)𝐴4𝑥

2. (2.3)

Как и в предыдущем доказательстве, докажем, что константы 𝐶1, 𝐶2, ..., 𝐶𝑔

можно выбрать таким образом, что 𝑎𝑔+1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Прямым подсчетом получаем, что

𝑎1 = 𝐶1 + 2𝐴4𝑔(𝑔 + 1)𝑥2.

Как и в предыдущем доказательстве, заметим, что 𝑎𝑖+1 является всегда много-

членом и зависит от 𝑎𝑖 линейно. Применим (1.10) к 𝑎𝑖 = 𝑥2𝑘.

𝑎𝑖+1 = 𝐶𝑖+1 − 𝑘(2𝑘 − 1)(𝑘 − 1)(2𝑘 − 3)𝑥2𝑘−4 − 2𝐴0𝑘(2𝑘 − 1)𝑥2𝑘−2−

−4𝐴2𝑘
2𝑥2𝑘 +

2𝐴4(2𝑘 + 1)(𝑔 − 𝑘)(𝑔 + 𝑘 + 1)𝑥2𝑘+2

𝑘 + 1
. (2.4)

Далее вычисляем, с помощью закона преобразования, написанного выше:

𝑎2 = ̃︁𝐶2 + 2𝐴4(𝐶1 − 4𝐴2)𝑔(𝑔 + 1)𝑥2 + 6𝐴2
4𝑔(𝑔 + 1)(𝑔 − 1)(𝑔 + 2)𝑥4,
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𝑎3 = ̃︁𝐶3 + 2𝐴4𝑔(𝑔 + 1)(16𝐴2
2 − 4𝐴2

̃︀𝐶1 +̃︁𝐶2 − 36𝐴0𝐴4(𝑔 − 1)(𝑔 + 2))𝑥2−

−6𝐴2
4(20𝐴2−𝐶1)𝑔(𝑔+1)(𝑔−1)(𝑔+2)𝑥4+20𝐴3

4𝑔(𝑔+1)(𝑔−1)(𝑔+2)(𝑔−2)(𝑔+3)𝑥6,

где ̃︀𝐶𝑖 – константы, зависящие от 𝐶𝑖.

В общем случае, пусть 𝑎𝑖 = ̃︀𝐶𝑖 +𝐾1
𝑖 𝑥

2 +𝐾2
𝑖 𝑥

4 + ...+𝐾 𝑖
𝑖𝑥

2𝑖. Тогда

𝑎𝑖+1 = ̃︀𝐶𝑖+1 + (2𝐴4𝑔(𝑔 + 1) ̃︀𝐶𝑖 − 4𝐴2𝐾
1
𝑖 − 12𝐴0𝐾

2
𝑖 − 90𝐾3

𝑖 )𝑥
2+

+(𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝐾1
𝑖 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝐾2

𝑖 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝐾3
𝑖 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝐾4

𝑖 )𝑥
4 + ..+

+2𝐴4(2𝑖+1)
𝑖+1 (𝑔 − 𝑖)(𝑔 + 𝑖+ 1)𝐾 𝑖

𝑖𝑥
2𝑖+2.

Все слагаемые кроме старшего члена содержат константы 𝐶1, 𝐶2, ... Причем

𝐾 𝑖−1
𝑖 содержит только 𝐶1,𝐾 𝑖−2

𝑖 содержит только 𝐶1, 𝐶2, а𝐾 𝑖−3
𝑖 только 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3

и.т.д. Самый старший член не содержит констант интегрирования.

У 𝑎𝑔+1 старший член 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑥2(𝑔+1) обращается в нуль, так как он домножается

на 2𝐴4(2𝑔+1)
𝑔+1 (𝑔−𝑔)(𝑔+𝑔+1) = 0. Таким образом, необходимо выбрать константы

𝐶1, 𝐶2, ..., так чтобы 𝐾𝑚
𝑔+1 = 0 для всех 𝑚. Это всегда можно сделать, так как

старший член у 𝑎𝑔+1, равный 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝑥2(𝑔−1) зависит только от 𝐶1, предпоследний

от 𝐶1 и 𝐶2 и.т.д.

Пусть мы не стали обращать в нуль 𝑎′𝑔+1, а продолжили применять преобра-

зование (1.10). Рассмотри 𝑎𝑔+1+𝑚, 𝑚 > 0. Заметим, что 𝑎𝑔+1+𝑚 имеет такое

же строение, что и 𝑎𝑔+1, с той лишь разницей, что 𝑎𝑔+1+𝑚 зависит от кон-

стант 𝐶1, 𝐶2, ..., 𝐶𝑔+𝑚, 𝐶𝑔+1+𝑚. Следовательно, мы можем выбрать константы

𝐶1, 𝐶2, ..., 𝐶𝑔+1+𝑚 такими, что 𝑎′𝑔+1+𝑚 ≡ 0. А это значит, что найдется диффе-

ренциальный оператор порядка 4(𝑔+𝑚)+ 2 который будет коммутировать с 𝐿
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и вместе они составляют пару ранга 2.

Доказательство теоремы 2.3

Наш оператор имеет вид

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴𝑛𝑥
𝑛 + 𝐴𝑛−1𝑥

𝑛−1 + ...+ 𝐴0)
2 +𝐵𝑘𝑥

𝑘 +𝐵𝑘−1𝑥
𝑘−1 + ...𝐵0.

Докажем пункт 1.

Пусть 𝐿 коммутирует с оператором порядка 4𝑔 + 2, а это значит, что 𝑎′𝑔+1 ≡ 0.

Рассмотрим внимательно выражение (1.10), учитывая, что все 𝑎𝑖 – полиномы

по 𝑥. Пусть степень полинома 𝑎𝑔 равна 𝑙. Слагаемые в −4𝑉 𝑎′′′𝑔 − 6𝑉 ′𝑎′′𝑔 − 2𝑎′𝑔𝑉
′′

имеют степень 𝑛 + 𝑙 − 3. Сумма −4𝑉 𝑎′′′𝑖 − 6𝑉 ′𝑎′′𝑖 − 2𝑎′𝑖𝑉
′′ не может равняться

нулю так как все коэффициенты при старших членах одного знака. Сумма

2𝑎𝑔𝑊
′ + 4𝑎′𝑔𝑊 также не может равняться нулю, так как коэффициенты при

старших членах одного знака. Степень полинома 2𝑎𝑔𝑊
′+4𝑎′𝑔𝑊 равна 𝑘+ 𝑙−1.

Таким образом, если 𝑎′𝑔+1 ≡ 0, то 𝑛+ 𝑙 − 3 = 𝑘 + 𝑙 − 1, то есть 𝑘 = 𝑛− 2

Теперь докажем, что 𝐵𝑛−2 = (𝑛 − 2)2𝑚(𝑚 + 1)𝐴𝑛 для некоторого 𝑚. Будем

следить за коэффициентом при старшем члене у полинома 𝑎𝑖. Для упрощения

выкладок можно без ограничения общности положить, что

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴𝑛𝑥
𝑛)2 +𝐵𝑛−2𝑥

𝑛−2,

так как из (1.10) видно, что остальные члены на коэффициент у старшей сте-

пени в 𝑎𝑖 не влияют. Имеем

𝑎1 = 𝐶1 +
1

2
𝐵𝑥𝑛−2.

Как и в предыдущих доказательствах, используем то, что (1.10) зависит от 𝑎𝑖
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линейно. Применим (1.10) к 𝑎𝑖 = 𝑥𝑘 и получим, что

𝑎𝑖+1 = −1

4
𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 3)𝑥𝑘−4+

+
(𝑛+ 2𝑘 − 2)

2(𝑛+ 𝑘 − 2)
(𝐵 − 𝐴𝑘(𝑛+ 𝑘 − 2))𝑥𝑛+𝑘−2 + 𝐶𝑖+1.

(2.5)

Из (2.5) видно, что старший член у 𝑎𝑖 имеет степень (𝑛− 2)𝑖.

Так как найдется такое 𝑔, что 𝑎′𝑔+1 ≡ 0, то при некотором 𝑚 6 𝑔 старший член

у 𝑎𝑚+1 должен обратиться в нуль. Применим (1.10) к 𝑎𝑖 = 𝑥𝑖(𝑛−2).

𝑎𝑖+1 = −1

4
𝑖(𝑛− 2)(𝑖(𝑛− 2)− 1)(𝑖(𝑛− 2)− 2)(𝑖(𝑛− 2)− 3)𝑥𝑖(𝑛−2)−4+

+
(2𝑖+ 1)

2(𝑖+ 1)
(𝐵𝑛−2 − 𝐴𝑖(𝑖+ 1)(𝑛− 2)2)𝑥𝑖(𝑛−2)+𝑛−2 + 𝐶𝑖+1.

Из этого выражения получаем, что

𝐵𝑛−2 = (𝑛− 2)2𝑚(𝑚+ 1)𝐴𝑛.

Пункт 1 доказан.

Докажем пункты 2–4. Пусть далее

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴𝑥𝑛)2 + (𝑛− 2)2𝑚(𝑚+ 1)𝐴𝑥𝑛−2.

Выражение (2.5) перепишется в виде:

𝑎𝑖+1 = −1

4
𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 3)𝑥𝑘−4+

+
𝐴(𝑛+ 2𝑘 − 2)

2(𝑛+ 𝑘 − 2)
(𝑚(𝑛− 2)− 𝑘)((𝑚+ 1)(𝑛− 2) + 𝑘)𝑥𝑛+𝑘−2 + 𝐶𝑖+1.

(2.6)

Пусть 𝑛 > 6.

Тогда коэффициент старшего члена 𝑥(𝑛−2)𝑖 у 𝑎𝑖 при 𝑖 < 𝑚 будет положитель-

ный, так как из (2.6) видно, что при переходе к 𝑎𝑖+1 он будет домножаться
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на
𝐴(2𝑖+ 1)

2(𝑖+ 1)
(𝑛− 2)2(𝑚− 𝑖)(𝑚+ 𝑖+ 1)𝑥𝑛−2.

Число (𝑛+2𝑘−2)
2(𝑛+𝑘−2)(𝑚(𝑛− 2)− 𝑘)((𝑚+1)(𝑛− 2)+ 𝑘) обозначим через 𝑁𝑘. Как было

замечено выше,𝑁𝑖(𝑛−2) > 0 при 𝑖 6 𝑚. Также легко проверить, что𝑁𝑖(𝑛−2)−4 > 0

при 𝑖 6 𝑚, 𝑖 > 1. Далее,

𝑎2 = ̃︀𝐶2 −
1

8
𝐴𝑚(𝑚+ 1)(𝑛− 5)(𝑛− 4)(𝑛− 3)(𝑛− 2)3𝑥𝑛−6 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑥𝑛−2+

+
3

8
𝐴2(𝑚− 1)𝑚(𝑚+ 1)(𝑚+ 2)(𝑛− 2)4𝑥2𝑛−4,

где ̃︀𝐶𝑖 – константа, зависящая от 𝐶𝑖. Обратим внимание на то, что коэффи-

циент при 𝑥𝑛−6 отрицательный. Из (2.6) видно, что при переходе к 𝑎3 член

𝐴 · 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑥𝑛−6 умножится на 𝐴𝑁𝑛−6𝑥
𝑛−2 = 𝐴𝑁(𝑛−2)−4𝑥

𝑛−2 и из него вычтется

четвертая производная члена 𝐴2 · 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑥2𝑛−4. Значит коэффициент при 𝑥2𝑛−8

будет иметь вид 𝐴2 · 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑥2𝑛−8, где константа отрицательное число. И далее

при 𝑖 6 𝑚, при переходе от 𝑎𝑖 к 𝑎𝑖+1 коэффициент при 𝑥(𝑖−1)(𝑛−2)−4 умножается

на 𝐴𝑁(𝑖−1)(𝑛−2)−4𝑥
𝑛−2 и из него вычитается положительно число(четвертая про-

изводная от 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡·𝑥𝑖(𝑛−2)).

Таким образом, при 𝑖 6 𝑚, член 𝐴𝑖−1 · 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑥(𝑖−1)(𝑛−2)−4 может обратиться в

нуль только при 𝐴 = 0, так как 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0.

При переходе от 𝑎𝑚 к 𝑎𝑚+1 старший член 𝑥𝑚(𝑛−2) умножиться на 0 и исчезнет.

Если 𝑖 > 𝑚, то при переходе от 𝑎𝑖 к 𝑎𝑖+1 из члена 𝐴𝑖−1 · 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝑥(𝑖−1)(𝑛−2)−4

уже ничего вычитаться не будет. Из (9) видно, что при этом переходе в случае

𝑖 > 𝑚, член 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡·𝑥(𝑖−1)(𝑛−2)−4 может обратиться в нуль только из-за множителя

𝑚(𝑛− 2)− (𝑖− 1)(𝑛− 2) + 4. Когда 𝑖−𝑚 > 2, учитывая, что 𝑛 > 6 получаем

𝑚(𝑛− 2)− (𝑖− 1)(𝑛− 2) + 4 = (𝑛− 2)(𝑚− 𝑖+ 1) + 4 6 −(𝑛− 2) + 4 < 0,
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а когда 𝑖−𝑚 = 1, то

𝑚(𝑛− 2)− (𝑖− 1)(𝑛− 2) + 4 = 4.

Таким образом, при 𝑛 > 6 не будет существовать такого 𝑔, что 𝑎′𝑔+1 ≡ 0.

Пусть теперь 𝑛 = 5. Рассмотрим оператор

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴𝑥5)2 + 18𝐴𝑥3. (2.7)

Прямым подсчетом убеждаемся, что

𝑎2 = ̃︀𝐶2 + 9𝐴 ̃︀𝐶1𝑥
3.

То есть при ̃︀𝐶1 = 0, 𝑎′2 ≡ 0. Следовательно, существует оператор порядка 6,

который коммутирует с 𝐿, и вместе они составляют пару операторов ранга 2.

Далее,

𝑎3 = ̃︀𝐶3 + 9𝐴 ̃︀𝐶2𝑥
3.

При ̃︀𝐶2 = 0 существует оператор порядка 10, коммутирующий с 𝐿, и они вместе

составляют пару операторов ранга 2. В общем случае

𝑎𝑔+1 = ̃︀𝐶𝑔+1 + 9𝐴 ̃︀𝐶𝑔𝑥3.
Следовательно, при ̃︀𝐶𝑔 = 0 существует оператор порядка 4𝑔 + 2, коммутирую-

щий с 𝐿, и вместе они составляют пару операторов ранга 2.

Пусть теперь 𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴𝑥5)2 + 9𝑚(𝑚+ 1)𝐴𝑥3, где 𝑚 > 1. Тогда

𝑎2 = ̃︀𝐶2 + 9 ̃︀𝐶1𝑚(𝑚+ 1)𝑥3 +
243

8
𝐴2𝑚(𝑚+ 1)(𝑚+ 2)(𝑚− 1)𝑥6,

𝑎3 = ̃︀𝐶3−
10935

4
𝐴2𝑚(𝑚+1)(𝑚+2)(𝑚−1)𝑥2+𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝑥3+𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝑥6+𝐴3 ·𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·𝑥9
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Рассуждая, как выше, придем к выводу, что коэффициент при члене 𝑥3𝑖−7 у 𝑎𝑖

при 𝑖 > 3 никогда не будет равен нулю.

2. Собственные функции коммутирующих дифференциальных

операторов ранга 2

Рассмотрим оператор

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝑉 (𝑥))2 +𝑊 (𝑥). (2.8)

Как уже отмечалось, известно, что этот оператор коммутирует с некоторым

оператором 𝑀 порядка 4𝑔 + 2, причем спектральная кривая пары 𝐿, 𝑀 имеет

род 𝑔, тогда и только тогда, когда найдется полином

𝑄 = 𝑧𝑔 + 𝑎1(𝑥)𝑧
𝑔−1 + 𝑎2(𝑥)𝑧

𝑔−2 + ...+ 𝑎𝑔−1(𝑥)𝑧 + 𝑎𝑔(𝑥),

для которого выполняется следующее соотношение:

𝑄(5) + 4𝑉 𝑄′′′ + 6𝑉 ′𝑄′′ + 2𝑄′(2𝑧 − 2𝑊 + 𝑉 ′′)− 2𝑄𝑊 ′ ≡ 0, (2.9)

Спектральная кривая и коэффициенты в уравнении общих собственных функ-

ций имеют вид

4𝑤2 = 4𝐹 (𝑧) = 4(𝑧 −𝑊 )𝑄2 − 4𝑉 (𝑄′)2 + (𝑄′′)2 − 2𝑄′𝑄′′′+

+2𝑄(2𝑉 ′𝑄′ + 4𝑉 𝑄′′ +𝑄(4)),

𝜒1 =
𝑄′

𝑄
, 𝜒0 = −𝑄

′′

2𝑄
+
𝑤

𝑄
− 𝑉.

Напомним некоторые определения. Функциями Бесселя 𝐽𝛼 называют решения

следующего уравнения

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝛼2)𝑦 = 0.

Если 𝛼 не целое число, то уравнение Бесселя удовлетворяется двумя независи-
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мыми решениями 𝐽𝛼, 𝐽−𝛼, где

𝐽𝛼(𝑥) =
𝑥𝛼

2𝛼Γ(𝛼 + 1)

(︂
1− 𝑥2

221!(𝛼 + 1)
+

𝑥4

242!(𝛼 + 2)
− ...

)︂
.

Если 𝛼 целое число, то 𝐽±𝛼 перестают быть независимыми. Известно свойство

𝐽 ′
𝛼 =

𝛼𝐽𝛼(𝑥)

𝑥
− 𝐽𝛼+1(𝑥).

Функции

𝑌𝛼(𝑥) =
𝐽𝛼(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜋)− 𝐽−𝛼(𝑥)

𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜋)

называют функциями Бесселя второго рода. Для 𝑌𝛼 верно следующее

𝑌 ′
𝛼(𝑥) =

𝛼𝑌𝛼(𝑥)

𝑥
− 𝑌𝛼+1(𝑥).

Функциями Гойна 𝐻(𝑎, 𝑞, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿;𝑥) называют решения уравнения

𝑦′′(𝑥) +

(︂
𝛾

𝑥
+

𝛿

𝑥− 1
+
𝛼 + 𝛽 − 𝛾 − 𝛿 + 1

𝑥− 𝑎

)︂
𝑦′(𝑥) +

𝛼𝛽𝑥− 𝑞

𝑥(𝑥− 1)(𝑥− 𝑎)
𝑦(𝑥) = 0.

Данное уравнение имеет 4 регулярные особые точки 0, 1, 𝑎,∞. Конфлюэнтным

уравнением Гойна называется уравнение Гойна после процедуры конфлюэнции,

при которой сливаются точки 𝑥 = 𝑎 и 𝑥 = ∞ (см. [25]). Через 𝐶𝐻(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜂;𝑥)

обозначим решение конфлюэнтного уравнения

𝑦′′(𝑥) +

(︂
𝛽 + 𝛾 − 𝛼 + 2

𝑥− 1
+

𝑥𝛼

𝑥− 1
− 𝛽 + 1

𝑥(𝑥− 1)

)︂
𝑦′(𝑥)+

+

(︂
𝛼(𝛽 + 𝛾 + 2) + 2𝛿

2(𝑥− 1)
− 𝛼(𝛽 + 1)− 𝛽(𝛾 + 1)− 2𝜂 − 𝛾

2𝑥(𝑥− 1)

)︂
𝑦(𝑥) = 0

с начальными условиями

𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) =
𝛽(𝛾 − 𝛼 + 1) + 𝛾 − 𝛼 + 2𝜂

2(𝛽 + 1)
.
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Существует следующая связь с функциями Бесселя (см. [25])

𝐽𝛼(𝑥) =
𝑥𝛼(2𝑖𝑥+ 1)𝐶𝐻(1, 2, 𝛼, 1, 0, 12 ;−2𝑖𝑥)

Γ(𝛼 + 1)2𝛼𝑒𝑖𝑥
.

Нам известно, что 𝐿 = (𝜕2𝑥+𝐴𝑥6+𝐵𝑥2)2+16𝑔(𝑔+1)𝐴𝑥4 коммутирует с неким

оператором порядка 4𝑔+2. Мы знаем, что при 𝑔 = 1 и 𝐵 = 0 спектральная кри-

вая коммутирующей пары и уравнение на общие собственные функции имеют

вид
𝑤2 = 𝑧(192𝐴+ 𝑧2),

𝜓′′ − 64𝐴𝑥3

16𝐴𝑥4 + 𝑧
𝜓′ −

(︂
𝑤 − 96𝐴𝑥2

16𝐴𝑥4 + 𝑧
− 𝐴𝑥6

)︂
𝜓 = 0.

(2.10)

Утверждение 2.4.

Пусть 𝑧 = 0,±
√
−192𝐴, тогда 𝑤 = 0. Если 𝑧 = 0, то решениями (2.10) будут

𝑥
5
2𝐽 1

8

(︃
𝑥4
√
𝐴

4

)︃
, 𝑥

5
2𝑌 1

8

(︃
𝑥4
√
𝐴

4

)︃
.

Решениями уравнения (2.10) при 𝑧 = ±
√
−192𝐴 являются

𝑒−
𝐴𝑥4

4
√
−𝐴𝐶𝐻

(︂
𝑧

32
√
−𝐴

,−1

4
,−2, 0,

5

4
,−16𝐴𝑥4

𝑧

)︂
,

𝑥𝑒−
𝐴𝑥4

4
√
−𝐴𝐶𝐻

(︂
𝑧

32
√
−𝐴

,
1

4
,−2, 0,

5

4
,−16𝐴𝑥4

𝑧

)︂
.

Проинтегрировать уравнение (2.10) для произвольных 𝑧 пока не удается.

Доказательство

Утверждение проверяется прямой выкладкой.

𝑑

𝑑𝑥

(︃
𝑥

5
2𝐽 1

8

(︃
𝑥4
√
𝐴

4

)︃)︃
= 𝑥

3
2

(︃
𝐽− 7

8

(︃
𝑥4
√
𝐴

4

)︃
√
𝐴𝑥4 + 2𝐽 1

8

(︃
𝑥4
√
𝐴

4

)︃)︃
,

𝑑

𝑑𝑥

(︃
𝑥

5
2𝑌 1

8

(︃
𝑥4
√
𝐴

4

)︃)︃
= 𝑥

3
2

(︃
𝑌− 7

8

(︃
𝑥4
√
𝐴

4

)︃
√
𝐴𝑥4 + 2𝑌 1

8

(︃
𝑥4
√
𝐴

4

)︃)︃
.



36

Дифференцируя еще раз и подставляя в уравнение (2.10), получим, что функ-

ции 𝑥
5
2𝐽 1

8

(︁
𝑥4

√
𝐴

4

)︁
и 𝑥

5
2𝑌 1

8

(︁
𝑥4

√
𝐴

4

)︁
являются решениями уравнения (2.10) при 𝑧 =

0, 𝑤 = 0.

Далее, при 𝑧 = ±
√
−192𝐴

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑒−

𝐴𝑥4

4
√
−𝐴𝐶𝐻

(︂
𝑧

32
√
−𝐴

,−1

4
,−2, 0,

5

4
,−16𝐴𝑥4

𝑧

)︂)︂
=

= −𝐴𝑒
− 𝐴𝑥4

4
√
−𝐴𝑥3

𝑧

(︃
𝐶𝐻

(︂
𝑧

32
√
−𝐴

,−1

4
,−2, 0,

5

4
,−16𝐴𝑥4

𝑧

)︂√︂
− 1

𝐴
𝑧+

+64𝐶𝐻 ′
(︂

𝑧

32
√
−𝐴

,−1

4
,−2, 0,

5

4
,−16𝐴𝑥4

𝑧

)︂)︂
.

Если продифференцируем еще раз и подставим в (2.10), то увидим, что функция

𝑒−
𝐴𝑥4

4
√
−𝐴𝐶𝐻

(︁
𝑧

32
√
−𝐴 ,−

1
4 ,−2, 0, 54 ,−

16𝐴𝑥4

𝑧

)︁
является решением уравнения (2.10). Ана-

логично и с другим решением.

Утверждение доказано.

Рассмотрим общие собственные функции при 𝑔 = 2. В этом случае спектраль-

ная кривая имеет вид 𝑤2 = 𝑧(20160𝐴 + 𝑧2)(20736𝐴 + 𝑧2). Уравнением на соб-

ственные функции, при 𝑧 = 0, является уравнение

(4𝐴𝑥8 + 35)𝜓′′ − 32𝐴𝑥7𝜓′ + (147𝐴𝑥6 + 4𝐴2𝑥14)𝜓 = 0. (2.11)

Утверждение 2.5.

Решениями уравнения (2.12) являются функции

𝐶𝐻(0,−1

8
,−2,− 35

256
,
387

256
,−4𝐴𝑥8

35
),

𝑥𝐶𝐻(0,
1

8
,−2,− 35

256
,
387

256
,−4𝐴𝑥8

35
).
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3. Об операторах вида 𝜕4𝑥 + 𝑢(𝑥) из коммутирующей пары

дифференциальных операторов ранга 2 рода 𝑔

Рассмотрим оператор

𝐿4 = 𝜕4𝑥 + 𝑢(𝑥).

Допустим, что 𝑢(𝑥) имеет изолированные полюса в точках 𝑎1, 𝑎2, .... Пусть в

окрестности точки 𝑎𝑖 ряд Лорана функции 𝑢(𝑥) имеет вид

𝑢(𝑥) =
𝜙𝑖,−𝑘

(𝑥− 𝑎𝑖)𝑘
+

𝜙𝑖,−𝑘+1

(𝑥− 𝑎𝑖)𝑘−1
+ ...+ 𝜙𝑖,0 + 𝜙𝑖,1(𝑥− 𝑎𝑖) +𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

2).

Верны следующие теоремы:

Теорема 2.5 Если 𝐿4 = 𝜕4𝑥 + 𝑢(𝑥) и дифференциальный оператор 𝑀 по-

рядка 4𝑔 + 2 образуют пару коммутирующих операторов ранга 2, то 𝑢(𝑥)

может иметь изолированный полюс порядка не более 4, 𝜙𝑖,−4 = 𝑛𝑖(4𝑛𝑖 +

1)(4𝑛𝑖 + 3)(4𝑛𝑖 + 4), 𝑛𝑖 ∈ N, 𝜙𝑖,4𝑘−𝑙 = 0, где 𝑘 = 0, ..., 𝑛𝑖, 𝑙 = 1, 2, 3. Также

𝜙𝑖,4𝑟−1 = 𝜙𝑖,4𝑟−3 = 0, где 𝑟 = 𝑛𝑖 + 1, ..., 𝑔. Функция 𝑢(𝑥) не может иметь изо-

лированного полюса в бесконечности.

Следствие 2.6 Предположим, что 𝑢(𝑥) — эллиптическая, периодическая или

рациональная функция и не имеет изолированной особенности в бесконечно-

сти. Пусть 𝑎1 — единственный полюс в фундаментальном параллелограмме,

в периодической ленте или на комплексной плоскости соответственно. Тогда

оператор 𝐿4 = 𝜕4𝑥 + 𝑢(𝑥) и оператор 𝑀 порядка 4𝑔 + 2 образуют пару ранга 2

тогда и только тогда, когда 𝜙1,−4 = 𝑔(4𝑔 + 1)(4𝑔 + 3)(4𝑔 + 4), 𝜙1,4𝑘−𝑙 = 0, где

𝑘 = 0, ..., 𝑔, 𝑙 = 1, 2, 3.

Следствие 2.7 Допустим, что ℘(𝑥) — эллиптическая функция Вейерштрас-
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са, удовлетворяющая уравнению (℘′(𝑥))2 = 4℘3(𝑥)+𝑔2℘(𝑥)+𝑔3. Тогда оператор

𝐿4 = 𝜕4𝑥 + 𝑛(4𝑛+ 1)(4𝑛+ 3)(4𝑛+ 4)℘2(𝑥),

где 𝑛 ∈ N, коммутирует с оператором порядка 4𝑛+ 2 тогда и только тогда,

когда 𝑔3 = 0. Из вычислений видно, что для 𝑛 меньших 8 спектральная кри-

вая является гладкой для почти всех 𝑔2.

Пример 2.8 Допустим, что ℘(𝑥) — эллиптическая функция Вейерштрас-

са, удовлетворяющая уравнению (℘′(𝑥))2 = 4℘3(𝑥) + 𝑔2℘(𝑥) + 𝑔3. Рассмотрим

оператор

𝐿4 = 𝜕4𝑥 + 280℘2(𝑥) + 280℘2(𝑥− 𝑎).

Предположим, что 𝑔3 = 0 и 𝑎 = 𝜔1, 𝜔2 или 𝜔1 + 𝜔2, где 𝜔𝑖 — полупериоды.

Тогда 𝐿4 коммутирует с оператором порядка 6.

Анализируя доказательство теоремы 2.4 можно выдвинуть следующую гипо-

тезу:

Гипотеза Пусть 𝑢(𝑥) — эллиптическая функция с конечным числом полю-

сов в фундаментальном параллелограмме, периодическая функция с конечным

числом полюсов в ленте периодов или рациональная функция без изолиро-

ванной особенности в бесконечности. Пусть 𝑆 =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑛𝑖 + 1, где 𝑚 являет-

ся числом полюсов. Если 𝜙𝑖,−4 = 𝑛𝑖(4𝑛𝑖 + 1)(4𝑛𝑖 + 3)(4𝑛𝑖 + 4), 𝜙𝑖,4𝑘−𝑙 = 0,

𝜙𝑖,4𝑟−1 = 𝜙𝑖,4𝑟−3 = 0, где 𝑘 = 0, ..., 𝑛𝑖, 𝑟 = 𝑛𝑖 + 1, ..., 𝑆 и 𝑙 = 1, 2, 3, то

𝐿4 = 𝜕4𝑥+𝑢(𝑥) коммутирует с неким дифференциальным оператором порядка

4𝑆 + 2.

Теорема 2.9 Пусть 𝐿4 и оператор 𝑀 порядка 4𝑔 + 2 образуют пару ком-

мутирующих операторов ранга 2. Пусть функция 𝑢(𝑥) имеет изолированный
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полюс в точке 𝑎𝑖. Тогда решения уравнения 𝜓(4)(𝑥) + 𝑢(𝑥)𝜓(𝑥) = 𝜆𝜓(𝑥) име-

ют особенности в точках 𝑎𝑖 следующего вида 𝑥𝜎𝑖,𝑟𝑔(𝑥), где 𝑟 = 1, 2, 3, 4 и 𝑔(𝑥)

голоморфная функция в окрестности 𝑎𝑖,

𝜎𝑖,1 =
1
2(1− 4𝑛𝑖 −

√︀
1− 16𝑛𝑖 − 16𝑛2𝑖 )

𝜎𝑖,2 =
1
2(1− 4𝑛𝑖 +

√︀
1− 16𝑛𝑖 − 16𝑛2𝑖 )

𝜎𝑖,3 =
1
2(5 + 4𝑛𝑖 −

√︀
1− 16𝑛𝑖 − 16𝑛2𝑖 )

𝜎𝑖,4 =
1
2(5 + 4𝑛𝑖 +

√︀
1− 16𝑛𝑖 − 16𝑛2𝑖 ).

То есть собственные функции всегда имеют точки ветвления. Следователь-

но, 𝐿4 не коммутирует с оператором нечетного порядка так как общие соб-

ственные функции операторов взаимно простого порядка всегда мероморфны.

Рассмотрим

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝑉 (𝑥))2 +𝑊 (𝑥) (2.12)

Опять вспомним, что этот оператор коммутирует с некоторым оператором 𝑀

порядка 4𝑔 + 2, причем спектральная кривая пары 𝐿, 𝑀 имеет род 𝑔, тогда и

только тогда, когда найдется полином (см. [12])

𝑄 = 𝑧𝑔 + 𝑎1(𝑥)𝑧
𝑔−1 + 𝑎2(𝑥)𝑧

𝑔−2 + ...+ 𝑎𝑔−1(𝑥)𝑧 + 𝑎𝑔(𝑥),

для которого выполняется следующее соотношение:

𝑄(5) + 4𝑉 𝑄′′′ + 6𝑉 ′𝑄′′ + 2𝑄′(2𝑧 − 2𝑊 + 𝑉 ′′)− 2𝑄𝑊 ′ ≡ 0, (2.13)

Если 𝑉 (𝑥) ≡ 0, то

𝑄(5) + 2𝑄′(2𝑧 − 2𝑊 )− 2𝑄𝑊 ′ ≡ 0, (2.14)

4𝑤2 = 4𝐹 (𝑧) = 4𝑧𝑄2 + (𝑄′′)2 − 2𝑄′𝑄′′′ + 2𝑄𝑄(4).
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Из (2.14) имеем

4𝑄′𝑧 ≡ −𝑄(5) + 2𝑄𝑊 ′ + 4𝑄′𝑊.

Таким образом, мы получили следующую систему :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎1 = 𝑊/2 + 𝐶1

4𝑎′2 = −𝑎(5)1 + 2𝑎1𝑊
′ + 4𝑎′1𝑊

...

4𝑎′𝑖+1 = −𝑎(5)𝑖 + 2𝑎𝑖𝑊
′ + 4𝑎′𝑖𝑊

...

4𝑎′𝑔 = −𝑎(5)𝑔−1 + 2𝑎𝑔−1𝑊
′ + 4𝑎′𝑔−1𝑊

0 = −𝑎(5)𝑔 + 2𝑎𝑔𝑊
′ + 4𝑎′𝑔𝑊

Таким образом результат в [12] может быть переформулирован следующим об-

разом. Пусть 𝑎1 = 𝑊/2 + 𝐶1, где 𝐶1 — произвольная константа. Определим 𝑎𝑖

с помощью рекурсии

𝑎𝑖+1 = 𝐶𝑖+1 +
1

4

∫︁
(−𝑎(5)𝑖 + 2𝑎𝑖𝑊

′ + 4𝑎′𝑖𝑊 )𝑑𝑥. (2.15)

Мы видим, что если 𝑉 (𝑥) ≡ 0, то оператор (2.12) коммутирует с неким опера-

тором порядка 4𝑔+2 и эти операторы образуют пару операторов ранга 2 тогда

и только тогда, когда 𝑎𝑔+1 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Обозначим

𝐿4 = 𝜕4𝑥 + 𝑢(𝑥).

Условием коммутации оператора 𝐿4 и оператора 𝑀 порядка 6, где 𝐿4,𝑀 обра-

зуют пару ранга 2, является уравнение на функцию 𝑢(𝑥)

4𝐶1𝑢
′(𝑥) + 6𝑢(𝑥)𝑢′(𝑥)− 𝑢(5)(𝑥) = 0,
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для некоторой константы 𝐶1. Рассмотрим рекуррентное соотношение

𝑓𝑗+1(𝑥) = 𝐶𝑖+1 +

∫︁
(𝑢(𝑥)𝑓 ′𝑗(𝑥) +

𝑢′(𝑥)𝑓𝑗(𝑥)

2
−
𝑓
(5)
𝑗 (𝑥)

4
)𝑑𝑥, (2.16)

где

𝑓1 = 𝐶1 +
𝑢(𝑥)

2
.

Мы видим, что 𝐿4 коммутирует с оператором порядка 4𝑔 + 2 тогда и только

тогда, когда существуют такие константы 𝐶1, ..., 𝐶𝑔, что 𝑓𝑔+1 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Доказательство теоремы 2.5

Допустим, что 𝑢(𝑥) имеет полюса в точках 𝑎1, 𝑎2, ... из C.

Лемма 1

Если 𝐿4 коммутиует с неким оператором порядка 4𝑔 + 2, то 𝑢(𝑥) может

иметь полюса в C только четвертого порядка.

Доказательство

Предположим, что 𝑢(𝑥) имеет полюс порядка 𝑘 в точке 𝑎𝑖. Так как 𝐿4 комму-

тирует с оператором порядка 4𝑔 + 2, то 𝑓 ′𝑔+1 ≡ 0. Предположим, что 𝑓𝑔 имеет

изолированный полюс в точке 𝑎𝑖 порядка 𝑚, то 𝑢(𝑥)𝑓 ′𝑔(𝑥) +
𝑢′(𝑥)𝑓𝑔(𝑥)

2
имеет

полюс порядка 𝑘+𝑚+1 и 𝑓 (5)𝑔 (𝑥) имеет полюс порядка 𝑚+5. Следовательно,

если 𝑓 ′𝑔+1 ≡ 0, то 𝑘 +𝑚+ 1 = 𝑚+ 5. То есть 𝑘 = 4.

Доказательство завершено

Обозначим через 𝐴𝑘
𝑖,𝑚 коэффициент при члене (𝑥−𝑎𝑖)𝑚 в ряде Лорана функ-

ции 𝑓𝑘 в окрестности 𝑎𝑖. Мы видим, что 𝑓𝑘 имеет полюс порядка 4𝑘 в точке 𝑎𝑖.

Пусть ряд Лорана функции 𝑢(𝑥) имеет вид

𝑢(𝑥) =
𝜙𝑖,−4

(𝑥− 𝑎𝑖)4
+

𝜙𝑖,−3

(𝑥− 𝑎𝑖)3
+

𝜙𝑖,−2

(𝑥− 𝑎𝑖)2
+

𝜙𝑖,−1

𝑥− 𝑎𝑖
+
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+𝜙𝑖,0 + 𝜙𝑖,1(𝑥− 𝑎𝑖) + 𝜙𝑖,2(𝑥− 𝑎𝑖)
2 + 𝜙𝑖,3(𝑥− 𝑎𝑖)

3 + 𝜙𝑖,4(𝑥− 𝑎𝑖)
4 ++𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

5).

Лемма 2

Если 𝐿4 коммутирует с неким оператором порядка 4𝑔 + 2, то

𝜙𝑖,−4 = 𝑛𝑖(4𝑛𝑖 + 1)(4𝑛𝑖 + 3)(4𝑛𝑖 + 4), где 𝑛𝑖 ∈ N, а

𝐴𝑘+1
𝑖,−4𝑘−4 =

(2𝑘 + 1)𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘(𝜙𝑖,−4 − 𝑘(4𝑘 + 1)(4𝑘 + 3)(4𝑘 + 4))

2𝑘 + 2
, 𝑘 > 1.

Доказательство

В окрестности 𝑎𝑖 имеем

𝑓𝑗 =
𝐴𝑗
𝑖,−4𝑗

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑗
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

−4𝑗+1).

Легко заметить, что

𝑓 ′𝑗+1 = (
𝜙𝑖,−4

(𝑥− 𝑎𝑖)4
+𝑂(

1

(𝑥− 𝑎𝑖)3
))(−

4𝑗𝐴𝑗
𝑖,−4𝑗

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑗+1
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

−4𝑗)+

+(− 2𝜙𝑖,−4

(𝑥− 𝑎𝑖)5
+𝑂(

1

(𝑥− 𝑎𝑖)4
))(

𝐴𝑗
𝑖,−4𝑗

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑗
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

−4𝑗+1)+

+
𝑗(4𝑗 + 1)(4𝑗 + 2)(4𝑗 + 3)(4𝑗 + 4)𝐴𝑗

𝑖,−4𝑗

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑗+5
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

−4𝑗−4) =

= −
(4𝑗 + 2)(𝜙𝑖,−4 − 𝑗(4𝑗 + 1)(4𝑗 + 3)(4𝑗 + 4))𝐴𝑗

𝑖,−4𝑗

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑗+5
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

−4𝑗−4).

Интегрируя последнее выражение получим

𝐴𝑗+1
𝑖,−4𝑗−4 =

(2𝑗 + 1)(𝜙𝑖,−4 − 𝑗(4𝑗 + 1)(4𝑗 + 3)(4𝑗 + 4))𝐴𝑗
𝑖,−4𝑗

2𝑗 + 2
.

Если 𝑓 ′𝑔+1 ≡ 0, то старший член главной части Лорановского ряда должен стать

равным нулю. Следовательно, 𝜙𝑖,−4 = 𝑛𝑖(4𝑛𝑖 + 1)(4𝑛𝑖 + 3)(4𝑛𝑖 + 4) для некото-

рого 𝑛𝑖.

Доказательство завершено.
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Лемма 3

Предположим, что 𝑗 < 𝑛𝑖 + 1 и в окрестности точки 𝑎𝑖

𝑓𝑗 =
𝐴𝑗
𝑖,−4𝑗

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑗
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

−4𝑗+1),

тогда 𝐴𝑗
𝑖,−4𝑗 > 0 и если 𝑗 > 𝑛𝑖 + 1, то 𝐴𝑗

𝑖,−4𝑗 = 0.

Доказательство.

Так как 𝜙𝑖,−4 = 𝑛𝑖(4𝑛𝑖 + 1)(4𝑛𝑖 + 3)(4𝑛𝑖 + 4) и

𝐴𝑗+1
𝑖,−4𝑗−4 =

(2𝑗 + 1)(𝜙𝑖,−4 − 𝑗(4𝑗 + 1)(4𝑗 + 3)(4𝑗 + 4))𝐴𝑗
𝑖,−4𝑗

2𝑗 + 2
, (2.17)

мы видим, что если 𝑗 < 𝑛𝑖 + 1, то 𝐴𝑗
𝑖,−4𝑗 > 0.

Если 𝑗 > 𝑛𝑖 + 1, то 𝐴𝑗
𝑖,−4𝑗 = 0.

Доказательство завершено.

Докажем, что 𝑢(𝑥) не может иметь изолированного полюса в бесконечности.

Предположим обратное. Пусть 𝑢(𝑥) имеет полюс в бесконечности порядка 𝑚.

Мы имеем

𝑓1 = 𝐴1
∞,𝑚𝑥

𝑚 +𝑂(𝑥𝑚−1) =
𝜙∞,𝑚

2
+𝑂(𝑥𝑚−1)

Но 𝑓2 имеет полюс в бесконечности порядка 2𝑚 и 𝐴2
∞,2𝑚 =

=
2𝑚𝐴1

∞,𝑚𝜙∞,𝑚 +𝑚𝜙∞,𝑚𝐴
1
∞,𝑚

4𝑚
̸= 0. В общем случае 𝐴𝑘+1

∞,(𝑘+1)𝑚 =

=
2𝑘𝑚𝐴𝑘

∞,𝑘𝑚𝜙∞,𝑚 +𝑚𝜙∞,𝑚𝐴
𝑘
∞,𝑘𝑚

2𝑚(𝑘 + 1)
=

𝜙∞,𝑚𝐴
𝑘
∞,𝑚𝑘(2𝑘+1)

2(𝑘+1) ̸= 0. Таким образом, не су-

ществует такого 𝑘, что 𝑓𝑘 обращается в нуль.

Лемма 4.

Если 𝐿4 коммутирует с неким дифференциальным оператором порядка 4𝑔+2,

то 𝜙𝑖,−3 = 𝜙𝑖,−2 = 𝜙𝑖,−1 = 0 для всех 𝑖.

Доказательство.

По определению, 𝑓1(𝑥) = 𝐶1 +
𝑢(𝑥)

2
в окрестности точки 𝑎𝑖 имеет вид



44

𝑓1 =
𝜙𝑖,−4

2(𝑥− 𝑎𝑖)4
+

𝜙𝑖,−𝑙
2(𝑥− 𝑎𝑖)𝑙

+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)
−𝑙+1),

где 𝑙 = 3, 2, 1. Следовательно, 𝑓 ′2(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑓 ′1(𝑥)+
𝑢′(𝑥)𝑓1(𝑥)

2
− 𝑓

(5)
1 (𝑥)

4
в окрест-

ности точки 𝑎𝑖 имеет вид

(
𝜙𝑖,−4

(𝑥− 𝑎𝑖)4
+

𝜙𝑖,−𝑙
(𝑥− 𝑎𝑖)𝑙

+𝑂((𝑥−𝑎𝑖)−𝑙+1))(− 2𝜙𝑖,−4

(𝑥− 𝑎𝑖)5
− 𝑙𝜙𝑖,−𝑙
2(𝑥− 𝑎𝑖)𝑙+1

+𝑂((𝑥−𝑎𝑖)−𝑙))+

+(− 𝜙𝑖,−4

(𝑥− 𝑎𝑖)5
− 𝑙𝜙𝑖,−𝑙
4(𝑥− 𝑎𝑖)𝑙+1

+𝑂((𝑥−𝑎𝑖)−𝑙))(
𝜙𝑖,−4

(𝑥− 𝑎𝑖)4
+

𝜙𝑖,−𝑙
(𝑥− 𝑎𝑖)𝑙

+𝑂((𝑥−𝑎𝑖)−𝑙+1))+

+
840𝜙𝑖,−4

(𝑥− 𝑎𝑖)9
+
𝑙(𝑙 + 1)(𝑙 + 2)(𝑙 + 3)(𝑙 + 4)𝜙𝑖,−𝑙

8(𝑥− 𝑎𝑖)𝑙+5
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

−𝑙−4) =

= −3𝜙𝑖,−4(𝜙𝑖,−4 − 280)

(𝑥− 𝑎𝑖)9
−𝜙𝑖,−𝑙(4 + 𝑙)(6𝜙𝑖,−4 − 𝑙(𝑙 + 1)(𝑙 + 2)(𝑙 + 3))

8(𝑥− 𝑎𝑖)𝑙+5
+𝑂((𝑥−𝑎𝑖)−𝑙−4)

Интегрируя, мы получим

𝑓2(𝑥) =
3𝜙𝑖,−4(𝜙𝑖,−4 − 280)

8(𝑥− 𝑎𝑖)8
+
𝜙𝑖,−𝑙(6𝜙𝑖,−4 − 𝑙(𝑙 + 1)(𝑙 + 2)(𝑙 + 3))

8(𝑥− 𝑎𝑖)𝑙+4
+𝑂((𝑥−𝑎𝑖)−𝑙−3)

Заметим, что 6𝜙𝑖,−4 − 𝑙(𝑙 + 1)(𝑙 + 2)(𝑙 + 3) > 0. Рассмотрим 𝑓𝑘, где 𝑘 6 𝑛𝑖.

𝑓𝑘 =
𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘
+

𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘+4−𝑙

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘−4+𝑙
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

−4𝑘+3−𝑙).

Докажем, что

𝐴𝑘+1
𝑖,−4𝑘−𝑙 = 𝜙𝑖,−𝑙𝐾

𝑘+1
𝑖,−4𝑘−𝑙 𝑘 6 𝑛𝑖, (2.18)

где 𝐾𝑘+1
𝑖,−4𝑘−𝑙 > 0 и не зависит от 𝜙𝑖,−𝑙. Доказывать будем индукцией по 𝑘.

Мы уже проверили это для 𝑘 = 2. По предположению индукции 𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘+4−𝑙 =

𝜙𝑖,−𝑙𝐾
𝑘
𝑖,−4𝑘+4−𝑙 и 𝐾𝑘

𝑖,−4𝑘+4+𝑙 > 0.

Легко увидеть, что

𝑓𝑘+1 =
(2𝑘 + 1)(𝜙𝑖,−4 − 𝑘(4𝑘 + 1)(4𝑘 + 3)(4𝑘 + 4))𝐴𝑘

𝑖,−4𝑘

(2𝑘 + 2)(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘+4
+
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+
𝜙𝑖,−𝑙𝐴

𝑘
𝑖,−4𝑘(8𝑘 + 𝑙)

2(4𝑘 + 𝑙)(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘+𝑙
+

(4𝑘 − 2 + 𝑙)(4𝜙𝑖,−4 − (4𝑘 − 4 + 𝑙)(4𝑘 − 3 + 𝑙)(4𝑘 − 1 + 𝑙)(4𝑘 + 𝑙))𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘+4−𝑙

4(4𝑘 + 𝑙)(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘+𝑙
+ ...

=
𝐴𝑘+1
𝑖,−4𝑘−4

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘+4
+

𝐴𝑘+1
𝑖,−4𝑘−𝑙

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘+𝑙
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

−4𝑘+1−𝑙)

Мы видим, что 𝐴𝑘+1
𝑖,−4𝑘−𝑙 = 𝜙𝑖,−𝑙𝐾

𝑘+1
𝑖,−4𝑘−𝑙. Получили, что 𝐾𝑘+1

𝑖,−4𝑘−𝑙 > 0 так как

𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘 > 0, где 𝑘 6 𝑛𝑖. Таким образом, утверждение (2.18) доказано.

Из леммы 2 мы знаем, что 𝐴𝑛𝑖+1
𝑖,−4𝑛𝑖−4 = 0. Если 𝑘 > 𝑛𝑖 + 1, то

𝐴𝑘+1
𝑖,−4𝑘−𝑙 =

𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘+4−𝑙(4𝑘 − 2 + 𝑙)

4(4𝑘 + 𝑙)
×

×(4𝜙𝑖,−4 − (4𝑘 − 4 + 𝑙)(4𝑘 − 3 + 𝑙)(4𝑘 − 1 + 𝑙)(4𝑘 + 𝑙)).

Легко заметить, что если 𝑘 > 𝑛𝑖 + 1, то

4𝑛𝑖(4𝑛𝑖 + 1)(4𝑛𝑖 + 3)(4𝑛𝑖 + 4)− (4𝑘 − 4 + 𝑙)(4𝑘 − 3 + 𝑙)(4𝑘 − 1 + 𝑙)(4𝑘 + 𝑙)) < 0.

Окончательно получим,что если существует такое 𝑔, что 𝑓𝑔+1 ≡ 0, то𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘+4−𝑙 =

𝜙𝑖,−𝑙𝐾
𝑘
𝑖,−4𝑘+4−𝑙 = 0 для некоторого 𝑘. Но 𝐾𝑘

𝑖,−4𝑘+4−𝑙 ̸= 0 для всех 𝑘. Следователь-

но, 𝜙𝑖,−𝑙 = 0.

Доказательство завершено.

Докажем теперь основную часть теоремы 2.4.

Из леммы 4 мы видим, что функция 𝑓1(𝑥) = 𝐶1 +
𝑢(𝑥)
2 в окрестности точки 𝑎𝑖

имеет вид

𝑓1 =
𝜙𝑖,−4

2(𝑥− 𝑎𝑖)4
+
𝜙𝑖,0
2

+ 𝐶1 +
𝜙𝑖,4−𝑙(𝑥− 𝑎𝑖)

4−𝑙

2
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

5−𝑙),

где 𝑙 = 3, 2, 1. Тогда 𝑓 ′2(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑓 ′1(𝑥) +
𝑢′(𝑥)𝑓1(𝑥)

2
− 𝑓

(5)
1 (𝑥)

4
в окрестности
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точки 𝑎𝑖

𝑓2 =
3(𝜙𝑖,−4 − 280)𝜙𝑖,−4

8(𝑥− 𝑎𝑖)8
+
𝜙𝑖,−4(3𝜙𝑖,0 + 2𝐶1)

4(𝑥− 𝑎𝑖)4
+

3𝜙𝑖,−4𝜙𝑖,4−𝑙
4(𝑥− 𝑎𝑖)𝑙

+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)
−𝑙+1).

(2.19)

Мы видим,что коэффициент при члене (𝑥−𝑎𝑖)−𝑙 равен 𝜙𝑖,𝑙
3𝜙𝑖,−4

4 . Рассмотрим 𝑓𝑘

𝑓𝑘 =
𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘
+

𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘+4

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘−4
+

𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘+8−𝑙

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘−8+𝑙
+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)

−4𝑘+9−𝑙)

Покажем, что𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘+8−𝑙 = 𝜙𝑖,𝑙𝐾

𝑘
𝑖,−4𝑘+8−𝑙, где𝐾𝑘

𝑖,−4𝑘+8−𝑙 ̸= 0 и не зависит от 𝜙𝑖,4−𝑙.

Доказывать будем индукцией по 𝑘. Мы проверили утверждение при 𝑘 = 2.

𝑓𝑘+1 =
𝐴𝑘+1
𝑖,−4𝑘−4

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘+4
+

𝐴𝑘+1
𝑖,−4𝑘

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘
+

(8𝑘 − 4 + 𝑙)𝜙𝑖,4−𝑙𝐴
𝑘
𝑖,−4𝑘

2(4𝑘 − 4 + 𝑙)(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘−4+𝑙
+

+
(4𝑘 − 6 + 𝑙)(4𝜙𝑖,−4 − (4𝑘 − 8 + 𝑙)(4𝑘 − 7 + 𝑙)(4𝑘 − 5 + 𝑙)(4𝑘 − 4 + 𝑙))𝐴𝑘

𝑖,−4𝑘+8−𝑙

4(4𝑘 − 4 + 𝑙)(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑘−4+𝑙

+𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)
−4𝑘+5−𝑙)

(2.20)

Таким образом, имеем

𝐾𝑘+1
𝑖,−4𝑘+4−𝑙 =

(8𝑘 − 4 + 𝑙)𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘

2(4𝑘 − 4 + 𝑙)
+

(4𝑘 − 6 + 𝑙)(4𝜙𝑖,−4 − (4𝑘 − 8 + 𝑙)(4𝑘 − 7 + 𝑙)(4𝑘 − 5 + 𝑙)(4𝑘 − 4 + 𝑙))𝐾𝑘
𝑖,−4𝑘+8−𝑙

4(4𝑘 − 4 + 𝑙)

Мы видим, что если 𝑘 6 𝑛𝑖+1, то 𝐾𝑘+1
𝑖,−4𝑘+4−𝑙 > 0. Если 𝑘 > 𝑛𝑖+1, то из леммы

3 получим, что 𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘 = 0. Следовательно, если 𝑘 > 𝑛𝑖+1, то 𝐾𝑘

𝑖,−4𝑘+8−𝑙 < 0. Но

𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘+8−𝑙 = 𝜙𝑖,𝑙𝐾

𝑘
𝑖,−4𝑘+8−𝑙, а мы должны найти такое 𝑔 при котором 𝑓𝑔+1 ≡ 0.

Мы получаем 𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘+8−𝑙 = 0 для некоторого 𝑘 ⇔ 𝜙𝑖,𝑙 = 0.

В общем случае предположим, что 𝜙𝑖,4𝑘−𝑙 = 0, где 𝑘 = 1, ...,𝑚− 1, 𝑙 = 1, 2, 3 и

𝑚 6 𝑛𝑖. Мы уже доказали это утверждение для𝑚 = 2. Докажем,что 𝜙𝑖,4𝑚−𝑙 = 0.
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Имеем

𝑓1 =
𝜙𝑖,−4

2(𝑥− 𝑎𝑖)4
+
𝜙𝑖,0
2

+𝐶1+
𝑡=𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝜙𝑖,4𝑡(𝑥− 𝑎𝑖)
4𝑡

2
+
𝜙𝑖,4𝑚−𝑙(𝑥− 𝑎𝑖)

4𝑚−𝑙

2
+ ... (2.21)

Далее

𝑓𝑘 =
𝑡=𝑚−𝑘∑︁
𝑡=−𝑘

𝐴𝑘
𝑖,4𝑡(𝑥− 𝑎𝑖)

4𝑡 + 𝐴𝑘
𝑖,4𝑚−4𝑘+4−𝑙(𝑥− 𝑎𝑖)

4𝑚−4𝑘+4−𝑙 + ...

𝑓𝑘+1 =
𝑡=𝑚−𝑘−1∑︁
𝑡=−𝑘−1

𝐴𝑘+1
𝑖,4𝑡 (𝑥− 𝑎𝑖)

4𝑡 + 𝐴𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙(𝑥− 𝑎𝑖)

4𝑚−4𝑘−𝑙 + ...

Вычисления показывают, что

𝐴𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙 =

=
(4𝑚− 4𝑘 + 2− 𝑙)𝐴𝑘

𝑖,4𝑚−4𝑘+4−𝑙

4(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙)
×

×(4𝜙𝑖,−4 − (4𝑚− 4𝑘 + 4− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 + 3− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 + 1− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙))+

(2.22)

+
(4𝑚− 8𝑘 − 𝑙)𝜙𝑖,4𝑚−𝑙𝐴

𝑘
𝑖,−4𝑘

2(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙)
.

Если мы возьмем 𝑚 = 1 в (2.22), то получим (2.20).

Так как 𝐴1
𝑖,4𝑚−𝑙 =

𝜙𝑖,4𝑚−𝑙

2 , то из (2.22) получим 𝐴𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙 = 𝜙𝑖,4𝑚−𝑙𝐾

𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙, где

𝐾𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙 не зависит от 𝜙𝑖,4𝑚−𝑙.

𝐾𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙 =

=
(4𝑚− 4𝑘 + 2− 𝑙)𝐾𝑘

𝑖,4𝑚−4𝑘+4−𝑙

4(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙)
×

×(4𝜙𝑖,−4 − (4𝑚− 4𝑘 + 4− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 + 3− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 + 1− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙))+

(2.23)

+
(4𝑚− 8𝑘 − 𝑙)𝐴𝑘

𝑖,−4𝑘

2(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙)
.

Лемма 5.

Число 𝐾𝑛𝑖+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙 ̸= 0 for 𝑚 6 𝑛𝑖.
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Доказательство.

Рассмотрим два случая.

1) 𝑙 = 2.

Из (2.23) мы видим, что

𝐴𝑚+1
𝑖,−2 =

(4𝑚+ 2)𝜙𝑖,4𝑚−2𝐴
𝑚
𝑖,−4𝑚

4
= 𝜙𝑖,4𝑚−2

(4𝑚+ 2)𝐴𝑚
𝑖,−4𝑚

4
= 𝜙𝑖,4𝑚−𝑙𝐾

𝑚+1
𝑖,−2 .

Из леммы 2 получаем,что если 𝑚 6 𝑛𝑖, то 𝐾𝑚+1
𝑖,−2 > 0. Но для 𝑘 > 𝑚 выражение

(2.23) положительно. То есть 𝐾𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−2 > 0 для всех 𝑘 > 𝑚.

2) 𝑙 = 1 или 𝑙 = 3.

Если 𝐾𝑛𝑖+1
𝑖,4𝑚−4𝑛𝑖−𝑙 = 0, то из (2.23) получим,что

(4𝑚− 8𝑛𝑖 − 𝑙)𝐴𝑛𝑖
𝑖,−4𝑛𝑖

2(4𝑚− 4𝑛𝑖 − 𝑙)
=

= −
(4𝑚− 4𝑛𝑖 + 2− 𝑙)𝐴𝑛𝑖

𝑖,4𝑚−4𝑛𝑖+4−𝑙

4(4𝑚− 4𝑛𝑖 − 𝑙)
×

×(4𝜙𝑖,−4 − (4𝑚− 4𝑛𝑖 + 4− 𝑙)(4𝑚− 4𝑛𝑖 + 3− 𝑙)(4𝑚− 4𝑛𝑖 + 1− 𝑙)(4𝑚− 4𝑛𝑖 − 𝑙)).

Но, вычисляя 𝐴𝑛𝑖
𝑖,4𝑚−4𝑛𝑖+4−𝑙 рекуррентно с помощью (2.23), получим что выра-

жение, написанное выше, не верно.

Доказательство завершено.

Из леммы 3 нам известно, что 𝐴𝑘
𝑖,−4𝑘 = 0 для всех 𝑘 > 𝑛𝑖 + 1. То есть при

𝑘 > 𝑛𝑖 + 1 имеем

𝐾𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙 =

=
(4𝑚− 4𝑘 + 2− 𝑙)𝐾𝑘

𝑖,4𝑚−4𝑘+4−𝑙

4(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙)
×

(4𝜙𝑖,−4 − (4𝑚− 4𝑘 + 4− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 + 3− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 + 1− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙)) ̸= 0

Таким образом, если существует такое 𝑔, что 𝑓𝑔+1 = 0, то для некоторого 𝑘
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коэффициент 𝐴𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙 = 𝜙𝑖,4𝑚−𝑙𝐾

𝑘
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙 = 0 ⇔ 𝜙𝑖,4𝑚−𝑙 = 0.

Далее предположим, что 𝑔 > 𝑛𝑖. Имеем

𝑓1 =
𝜙𝑖,−4

2(𝑥− 𝑎𝑖)4
+
𝜙𝑖,0
2

+ 𝐶1 +
𝑡=𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝜙𝑖,4𝑡(𝑥− 𝑎𝑖)
4𝑡

2
+
𝜙𝑖,4𝑚−𝑙(𝑥− 𝑎𝑖)

4𝑚−𝑙

2
+ ...,

где 𝑚 > 𝑛𝑖 + 1. Видим, что

𝑓𝑘 =
𝑡=𝑚−𝑘∑︁
𝑡=−𝑘

𝐴𝑘
𝑖,4𝑡(𝑥− 𝑎𝑖)

4𝑡 + 𝐴𝑘
𝑖,4𝑚−4𝑘+4−𝑙(𝑥− 𝑎𝑖)

4𝑚−4𝑘+4−𝑙 + ...

Если 𝑘 > 𝑛𝑖, то

𝐾𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙 =

(4𝑚− 4𝑘 + 2− 𝑙)𝐾𝑘
𝑖,4𝑚−4𝑘+4−𝑙

4(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙)
×

(4𝜙𝑖,−4 − (4𝑚− 4𝑘 + 4− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 + 3− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 + 1− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙)).

То есть мы получили, что 𝐾𝑘+1
𝑖,4𝑚−4𝑘−𝑙 ̸= 0 для 𝑙 = 1, 3 и 𝑘 > 𝑛𝑖 так как

4𝜙𝑖,−4 − (4𝑚− 4𝑘 + 4− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 + 3− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 + 1− 𝑙)(4𝑚− 4𝑘 − 𝑙)) ̸= 0,

Если 𝑘 = 𝑚 > 𝑛𝑖 и 𝑙 = 2, то 𝐾𝑚+1
𝑖,−2 = 0 из-за множителя (4𝑚 − 4𝑘 + 2 − 𝑙). Но

если 𝐿4 коммутирует с оператором порядка 4𝑔+2, то найдется такое 𝑘 6 𝑔+1,

что 𝐴𝑘
𝑖,4𝑚−4𝑘+3 = 𝐴𝑘

𝑖,4𝑚−4𝑘+1 = 0 ⇔ 𝜙𝑖,4𝑚−1 = 𝜙𝑖,4𝑚−3 = 0.

Теорема 2.5 доказана.

Доказательство следствий и примеров

Мы знаем, что

𝑓2 =
3(𝜙𝑖,−4 − 280)𝜙𝑖,−4

8(𝑥− 𝑎𝑖)8
+
𝜙𝑖,−4(3𝜙𝑖,0 + ̃︀𝐶1)

4(𝑥− 𝑎𝑖)4
+ ̃︀𝐶2 +𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)),
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где ̃︀𝐶𝑖– константы и зависят от 𝐶𝑖. Также 𝐴𝑛𝑖+1
𝑖,−4(𝑛𝑖+1) = 0 и следовательно

𝑓𝑛𝑖+1 =
𝑡=1∑︁
𝑡=𝑛𝑖

𝐴𝑛𝑖+1
𝑖,−4𝑡

(𝑥− 𝑎𝑖)4𝑡
+ ̃︀𝐶𝑛𝑖+1 +𝑂((𝑥− 𝑎𝑖)).

Мы должны выбрать константы 𝐶1, ...𝐶𝑔, чтобы главная часть ряда Лорана

функции 𝑓𝑛𝑖+1 оказалась равна нулю. Но это всегда возможно так как 𝐴𝑛𝑖+1
𝑖,−4𝑛𝑖

линейно зависит 𝐶1, 𝐴𝑛𝑖+1
𝑖,−4𝑛𝑖+4 линейно зависит от 𝐶1 и 𝐶2, 𝐴𝑛𝑖+1

𝑖,−4𝑛𝑖+8 зависит

от 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐴𝑛𝑖+1
𝑖,−4 зависит от 𝐶1, ..., 𝐶𝑛𝑖. Но известно, что только постоянная

функция может быть голоморфной и быть ограниченной на C. Следовательно,

𝑓 ′𝑛𝑖+1 ≡ 0.

Следствия 2.6 и 2.7 доказаны.

Если мы возьмем 𝐶1 = −42𝑔2, то получим пример 2.8.

Гипотеза.

Рассмотрим 𝑓𝑘, где 𝑘 > 𝑛𝑖+1. Допустим, что 𝑢(𝑥) имеет 𝑚 полюсов в фунда-

ментальном параллелограмме, в ленте периодов или на комплексной плоскости.

Пусть 𝑆 =
𝑖=𝑚∑︀
𝑖=1

𝑛𝑖 + 1. Если 𝜙𝑖,4𝑘−𝑙 = 0, 𝜙𝑖,4𝑟−1 = 𝜙𝑖,4𝑟−3 = 0, где 𝑘 = 0, ..., 𝑛𝑖 и

𝑟 = 𝑛𝑖 + 1, ..., 𝑆. Из леммы 3 видно, что степень полюса в точке 𝑎𝑖 не превосхо-

дит 𝑛𝑖 для всех 𝑘 . Но 𝐴𝑘
𝑖,−4𝑛𝑖

линейно зависит от 𝐶1, ..., 𝐶𝑘−𝑛𝑖, 𝐴𝑘
𝑖,−4𝑛𝑖+4 линейно

зависит от 𝐶1, ..., 𝐶𝑘−𝑛𝑖+1, 𝐴𝑘
𝑖,−4 линейно зависит от 𝐶1, ..., 𝐶𝑘. Мы должны вы-

брать константы таким образом, чтобы обратить в нуль 𝑆 − 1 выражений и у

нас есть 𝑆 переменных. Скорее всего данная система всегда имеет решения, но

это пока не доказано.

Доказательство теоремы 2.9

Рассмотрим дифференциальное уравнение

𝑑𝑛𝑤(𝑥)

𝑑𝑥𝑛
+ ̃︀𝑃1(𝑥)

𝑑𝑛−1𝑤(𝑥)

𝑑𝑥𝑛−1
+ ...+ ̃︀𝑃𝑛−1(𝑥)

𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
+ ̃︀𝑃𝑛(𝑥)𝑤(𝑥) = 0. (2.24)
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Из теории обыкновенных дифференциальных уравнений известно, что (см. [32]

глава 16) если 𝑤(𝑥) имеет особенность в точке 𝑎, то 𝑃𝑖(𝑥) имеет особенность в

точке 𝑎 для некоторого 𝑖. Особенность называется регулярной если функция

𝑃𝑘 имеет полюс порядка не более чем 𝑘 для всех 𝑘. Без потери общности будем

считать, что 𝑎 = 0 и мы можем переписать (2.24) в следующем виде:

𝑥𝑛
𝑑𝑛𝑤(𝑥)

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑥𝑛−1𝑃1(𝑥)

𝑑𝑛−1𝑤(𝑥)

𝑑𝑥𝑛−1
+ ...+ 𝑥𝑃𝑛−1(𝑥)

𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑛(𝑥)𝑤(𝑥) = 0,

где коэффициенты 𝑃𝑖(𝑥) не имеют полюса в точке 𝑎. Решения в окрестности

регулярной особой точки имеют вид (см. [32] глава 16)

𝑤(𝑥) =
∞∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚𝑥
𝑚+𝜎. (2.25)

Обозначим через 𝐿 оператор 𝑥𝑛 𝑑
𝑛𝑤(𝑥)
𝑑𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1𝑃1(𝑥)

𝑑𝑛−1𝑤(𝑥)
𝑑𝑥𝑛−1 + ...+ 𝑥𝑃𝑛−1(𝑥)

𝑑𝑤(𝑥)
𝑑𝑥 +

𝑃𝑛(𝑥)𝑤(𝑥) = 0 и

[𝜎 +𝑚]𝑛 = (𝜎 +𝑚)(𝜎 +𝑚− 1)...(𝜎 + 𝑛−𝑚+ 1). Имеем

𝐿𝑤 = 𝐿(
∞∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚𝑥
𝑚+𝜎) =

∞∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚𝑥
𝑚+𝜎𝑓(𝑥,𝑚+ 𝜎),

где 𝑓(𝑥,𝑚 + 𝜎) = [𝜎 + 𝑚]𝑛 + 𝑃1(𝑥)[𝜎 + 𝑚]𝑛−1 + [𝜎 + 𝑚]1𝑃𝑛−1(𝑥) + 𝑃𝑛(𝑥) =
∞∑︀
𝜆=0

𝑓𝜆(𝑚+ 𝜎)𝑥𝜆. Если 𝐿𝑤 = 0, то

𝑐0𝑓0(𝜎) = 0

𝑐1𝑓0(𝜎 + 1) + 𝑐0𝑓1(𝜎) = 0

................................................

𝑐𝑚𝑓0(𝜎 +𝑚) + 𝑐𝑚−1𝑓1(𝜎 +𝑚− 1) + ...+ 𝑐0𝑓𝑚(𝜎) = 0.

Так как 𝑐0 ̸= 0, то мы имеем

𝑓0(𝜎) = [𝜎]𝑛 + [𝜎]𝑛−1𝑃1(0) + ...+ [𝜎]1𝑃𝑛−1(0) + 𝑃𝑛(0) = 0. (2.26)

Пусть 𝜎–(2.26). Если 𝑓0(𝜎 +𝑚) ̸= 0, где 𝑚–целое число, то можно вычислить
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константы 𝑐𝑚 по следующим формулам (см. [32] глава 16)

𝑐𝑚 =
(−1)𝑚𝑐0𝐹𝑚(𝜎)

𝑓0(𝜎 + 1)𝑓0(𝜎 + 2)...𝑓0(𝜎 +𝑚)
,

где

𝐹𝑚(𝜎) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑓1(𝜎 +𝑚− 1), 𝑓2(𝜎 +𝑚− 2), ..., 𝑓𝑚−1(𝜎 + 1), 𝑓𝑚(𝜎)

𝑓0(𝜎 +𝑚− 1), 𝑓1(𝜎 +𝑚− 2), ..., 𝑓𝑚−2(𝜎 + 1), 𝑓𝑚−1(𝜎)

0, 𝑓0(𝜎 +𝑚− 2), ..., 𝑓𝑚−3(𝜎 + 1), 𝑓𝑚−2(𝜎)

...... ...... ..., ......., ......

0, 0, ..., 𝑓0(𝜎 + 1), 𝑓1(𝜎)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

То есть, если 𝜎𝑖, 𝜎𝑗 являются корнями 𝑓0(𝜎) = 0 и 𝜎𝑖 − 𝜎𝑗 – не целое число для

любого 𝑖 ̸= 𝑗, то все решения (2.24) имеют вид 𝑥𝜎𝑔(𝑥), где 𝑔(𝑥)–голоморфная

функция. Если для некоторых 𝑖, 𝑗 число 𝜎𝑖 − 𝜎𝑗 ∈ Z, то решения могут иметь

вид 𝑔0(𝑥)𝑙𝑛𝑘𝑥+ 𝑔1(𝑥)𝑙𝑛
𝑘−1𝑥+ ...+ 𝑔𝑘(𝑥), где 𝑔𝑖(𝑥) могут быть равны нулю.

Рассмотрим оператор 𝐿4 = 𝜕4𝑥+𝑢(𝑥). Мы доказали, что если 𝐿4 коммутирует с

неким оператором порядка 4𝑔 + 2, то 𝑢(𝑥) может иметь полюса только четвер-

того порядка и 𝜙𝑖,−4 = 𝑛𝑖(4𝑛𝑖+1)(4𝑛𝑖+3)(4𝑛𝑖+4). Это значит, что собственные

функции 𝐿4 имеют регулярные особенности. Решения (2.26) имеют вид

𝜎𝑖,1 =
1
2(1− 4𝑛𝑖 −

√︀
1− 16𝑛𝑖 − 16𝑛2𝑖 )

𝜎𝑖,2 =
1
2(1− 4𝑛𝑖 +

√︀
1− 16𝑛𝑖 − 16𝑛2𝑖 )

𝜎𝑖,3 =
1
2(5 + 4𝑛𝑖 −

√︀
1− 16𝑛𝑖 − 16𝑛2𝑖 )

𝜎𝑖,4 =
1
2(5 + 4𝑛𝑖 +

√︀
1− 16𝑛𝑖 − 16𝑛2𝑖 ).

То есть решения могут иметь логарифмические слагаемые так как 𝜎𝑖,3 − 𝜎𝑖,1 =

𝜎𝑖,4−𝜎𝑖,2 = 4𝑛𝑖+2. Но мы доказали,что если 𝐿4 коммутирует с оператором по-

рядка 4𝑔 + 2, то 𝜙4𝑘−𝑙 = 0, 𝑘 = 0, ..., 𝑛𝑖, 𝑙 = 1, 2, 3. Следовательно, собственные

функции в окрестности 𝑎𝑖 имеют вид

𝜓𝑖,𝑘(𝑥) = 𝛼0𝑥
𝜎𝑖,𝑘+𝛼4𝑥

𝜎𝑖,𝑘+4+...+𝛼4𝑛𝑖𝑥
𝜎𝑖,𝑘+4𝑛𝑖+𝛼4𝑛𝑖+1𝑥

𝜎𝑖,𝑘+4𝑛𝑖+1+𝛼4𝑛𝑖+2𝑥
𝜎𝑖,𝑘+4𝑛𝑖+2+...
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Легко проверить,что мы можем явно найти все коэффициенты. То есть лога-

рифмических слагаемых не будет.

Теорема 2.8 доказана.

Заключение

В этом разделе мы опишем возможные обобщения полученных в работе резуль-

татов и направления дальнейших исследований.

1. Если проанализировать доказательство теоремы 2.1, 2.2 и 2.3, то мож-

но выдвинуть следующую гипотезу

Гипотеза. Если оператор

𝐿 = (𝜕2𝑥 + 𝐴𝑛𝑥
𝑛 + ...+ 𝐴0) +𝐵𝑛−2𝑥

𝑛−2 + ...+𝐵0, 𝐴𝑛 ̸= 0, 𝑛 ∈ N

коммутирует с оператором 𝑀 порядка 4𝑔 + 2, 𝑔 > 1, то 𝑛 6 6.

При попытке построить оператор 𝑀 мы получим систему алгебраических

уравнений, где уравнений намного больше чем переменных. Из этих систем

видно, что они наверняка не имеют решений.

2. Было бы интересно узнать каким спектральным кривым соответству-

ют коммутирующие операторы с полиномиальными или рациональными коэф-

фициентами. На данный момент известно, что любая эллиптическая кривая

вида

𝑤2 = 𝑧3 + 𝑎2𝑧
2 + 𝑎1𝑧 + 𝑎0

является спектральной кривой пары коммутирующих операторов ранга 2 с по-

линомиальными или рациональными коэффициентами. Также известно, что

любая гиперэллиптическая кривая вида

𝑤2 = 𝑧5 + 𝑎4𝑧
4 + 𝑎3𝑧

3 + 𝑎2𝑧
2 + 𝑎1𝑧 + 𝑎0
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является спектральной кривой пары операторов ранга 2 с рациональными ко-

эффициентами.

3. Необходимо найти эффективные методы поиска несамосопряженных

операторов ранга 2.
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