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Введение

В настоящей работе исследуется ряд краевых задач для сингулярно воз-

мущенных уравнений типа реакция-диффузия в случае разрыва реак-

тивного слагаемого.

Актуальность темы

В последние годы, в связи с потребностью таких областей научно-

го знания, как биофизика, химическая кинетика, астрофизика, геоло-

гия, физика полупроводников и т.д., возрастает интерес к сингулярно

возмущенным дифференциальным уравнениям. Такие уравнения явля-

ются эффективными инструментоми математического моделирования,

поскольку с их помощью можно описывать физические величины, резко

изменяющиеся от одного уровня насыщения до другого, при этом особое

внимание уделяя области перехода [1]–[22].

Является известным тот факт, что некоторые дифференциальные

уравнения с малым параметром при старшей производной допускают

решения вида контрастных структур [23]. Контрастной структурой при-

нято называть функцию, внутри области определения которой присут-

ствует интервал, на котором наблюдается резкое изменение значений

этой функции. Данная область называется внутренним переходным сло-
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ем. Решения, содержащие внутренний переходный слой, подходят для

описания физических явлений в областях, в которых характеристики

сред претерпевают резкие изменения. К таким явлениям относятся, на-

пример, явление изменения температуры жидкости на границе раздела

вода-воздух [3], скорости воздушных потоков или газовых концентраций

на границах различных типов растительности [4]. Разработанные в дис-

сертации подходы были успешно применены автором при описании "пи-

кообразного"поведения волновых функций носителей на границе разде-

ла двух сверхпроводников. Большой интерес представляют также неста-

ционарные контрастные структуры, которые с успехом применяются при

моделировании динамики автоволнового фронта в моделях биофизики

[2], [7].

Нельзя не отметить активно развивающуюся область

численно-аналитических методов. На основе априорной информации, по-

лученной в результате асимптотического анализа задач с внутренними

переходными слоями удается разработать эффективные и экономичные

численные алгоритмы решения как прямых, так и некоторых классов

обратных задач [24]–[26].

Одними из основных методов исследования как стационарных, так

и нестационарных контрастных структур являются метод пограничных

функций и метод дифференциальных неравенств. Метод пограничных

функций, позволяющий строить равномерные асимптотические разло-

жения решения по степеням малого параметра, был предложен в работе

А. Б. Васильевой [27], и получил дальнейшее развитие в работе [28].
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Асимптотический метод дифференциальных неравенств, развитый в ра-

ботах Н. Н. Нефедова [29]–[31], является эффективным методом дока-

зательства теорем существования, локальной единственности и асимп-

тотической устойчивости решений с внутренними переходными слоями.

В настоящей работе оба указанных метода развиваются на новый класс

задач с разрывными нелинейностями.

Степень разработанности темы исследования

Первые результаты в направлении исследования внутренних пере-

ходных слоев были получены профессором А. Б. Васильевой для двух-

точечной краевой задачи

ε2d
2u

dx2 = f(u, x, ε), u(0, ε) = u0, u(1, ε) = u1, (0.1)

где ε - малый параметр, u(x, ε) - искомая скалярная функция. Было до-

казано, что при определенных условиях на правую часть у задачи суще-

ствует решение близкое при малых ε к корню u = ϕ1(x) вырожденного

уравнения f(u, x, ε) = 0 левее некоторой точки x0, и близкого к кор-

ню u = ϕ2(x) вырожденного уравнения правее x0, а также с помощью

метода пограничных функций построена его асимптотика. Полученное

решение удовлетворет предельному равенству

lim
ε→0

u(x, ε) =


ϕ1(x), 0 ≤ x < x0

ϕ2(x), x0 ≤ x < 1

Дальнейшее развитие теории контрастных структур отражено в об-

зорах А.Б. Васильевой, В.Ф. Бутузова, Н.Н. Нефедова [32], [33].
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Цели и задачи исследования

Целью настоящей работы является исследование контрастных струк-

тур в сингулярно возмущенных задачах реакция-диффузия в случае раз-

рыва реактивного слагаемого. Рассматриваемые задачи:

– Одномерная и двумерная по пространственной переменной эллип-

тическая краевая задача с решением, содержащим внутренний пе-

реходный слой.

– Двумерная по пространственной переменной параболическая пери-

одическая краевая задача с решением, содержащим внутренний пе-

реходный слой в произвольной односвязной области с гладкой гра-

ницей.

Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:

– Разработать алгоритм построения асимптотических разложений для

данного класса задач.

– Определить условия, при которых в рассматриваемых задачах су-

ществуют гладкие решения, содержащие внутренний переходный

слой. Провести строгое обоснование существования решений, обла-

дающих построенной асимптотикой.

– Доказать теоремы о локальной единственности и асимптотической

устойчивости по Ляпунову стационарных решений указанных задач.

Определить локальные области притяжения устойчивых стационар-

ных решений.
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– Разработать примеры, иллюстрирующие предлагаемые алгоритмы.

Научная новизна

Научная новизна заключается в том, что в работе

– Метод пограничных функций модифицирован и обобщен, и впервые

применен для уравнения реакция диффузия с разрывным реактив-

ным слагаемым. В результате построена формальная асимптотика

вида контрастной структуры.

– Для указанных выше задач проведено доказательство корректно-

сти построенной асимптотики, доказаны теоремы существования,

локальной единственности и асимптотической устойчивости по Ля-

пунову. Данные результаты получены путем развития метода диф-

ференциальных неравенств для данного класса задач.

Теоретическая и практическая значимость

Практическая значимость работы состоит в том, что ее результаты

могут быть использованы при построении математических моделей в тео-

рии нелинейных волн, акустике, физике полупроводников, биофизике, а

также в других областях естественных наук, в которых при моделиро-

вании возникает необходимость описания скачкообразно изменяющихся

величин.

Теоретическая значимость работы заключается в развитии методов

теории сингулярных возмущений на новый класс задач с разрывными

нелинейностями. Теоретические результаты также могут быть использо-

ваны при разработке численно-аналитических методов исследования как
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стационарных, так и движущихся внутренних переходных слоев: алго-

ритмы, предлагаемые в диссертации, позволяют получать информацию

о локализации и структуре внутреннего переходного слоя, что позволя-

ет строить динамически адаптивные сетки, параметры которых опре-

деляются на основе информации, получаемой аналитически в процессе

асимптотического анализа задачи.

Методология и методы исследования

В диссертационной работе используются два классических метода

асимптотической теории контрастнных структур. Для построения асимп-

тотических приближений рассматриваемых задач применяется метод по-

граничных функций Васильевой А. Б. Для доказательства теорем суще-

ствования и асимптотической устойчивости применяется асимптотиче-

ский метод дифференциальных неравенств, который основан на теоре-

мах сравнения для эллиптических и параболических задач, использую-

щий предварительно построенную формальную асимптотику.

Положения, выносимые на защиту

– Существуют решения в виде контрастных структур для сингулярно

возмущенных задач реакция-диффузия в случае разрыва реактив-

ного члена.

– Полученный в ходе написания работы алгоритм позволяет постро-

ить асимптотические разложения по малому параметру решений од-

номерных и двумерных задач, которые содержат внутренний пере-

ходный слой.
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– Теоремы существования и асимптотической устойчивости по Ляпу-

нову гладких решений задач реакция-диффузия с разрывными ре-

активными слагаемыми, содержащих внутренний переходный слой

в окрестности разрыва, справедливы для каждой из рассмотренных

в диссертации задач.

Степень достоверности и апробация результатов

Достоверность изложенных в диссертационной работе результатов

обеспечивается строгостью математических доказательств и использо-

ванием апробированных научных методов.

Результаты работы были доложены на следующих конференциях:

Актуальные проблемы вычислительной и прикладной математики – 2015

(2015, Новосибирск), Тихоновские Чтения 2015 года (2015, Москва), Ти-

хоновские Чтения 2016 года (2016, Москва), International Conference on

Mathematical Modeling in Applied Sciences (2017, Санкт-Петербург), Ло-

моносовские чтения - 2018 (2018, Москва), Integrable Systems and Nonlinear

Dynamics (2018, Ярославль), Функциональные пространства. Дифферен-

циальные операторы. Проблемы математического образования: Пятая

Международная конференция, посвященная 95-ти летию со дня рож-

дения члена-корреспондента РАН Л.Д. Кудрявцева.(2018, Москва), 2nd

International Conference on Mathematical Modelling in Applied Sciences,

ICMMAS’19 (2019, Белгород), Динамика. 2019. Ярославль (2019, Яро-

славль), Тихоновские Чтения 2019 года (2019, Москва).

Личный вклад автора

Основные идеи и положения работы изложены в 18 публикациях ав-
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тора (общим объемом 4,7 п.л.), из них 6 статей в рецензируемых научных

изданиях (см. [34]–[39] в списке публикаций ниже), рекомендованных для

защиты в диссертационном совете МГУ по специальности 01.01.03 — ма-

тематическая физика. В написанных в соавторстве работах все резуль-

таты, представленные в диссертации, получены лично Орловым А.О.

Структура и объем диссертации

Диссертационная работа состоит из введения, пяти глав, заключе-

ния и списка литературы. Полный объем диссертации – 164 страницы,

диссертация содержит 6 рисунков, список литературы включает в себя

106 наименований.
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Глава 1

Обзор литературы

1.1 Прикладные работы

Большое количество прикладных задач приводит к сингулярно возму-

щенным дифференциальным уравнениям, решения которых содержат

внутренний переходный слой.

Так в работе [3] впервые теория контрастных структур была приме-

нена при описании изменения температуры жидкости на границе вода-

воздух. Проанализирована начально-краевая задача для уравнения теп-

лопроводности, причем как коэффициент теплообмена, так и функция,

описывающая источники в системе, претерпевают разрывы первого рода

в некоторых точках рассматриваемой области. Используя асимптотиче-

ский анализ поставленной задачи, а также численный счет на установле-

ние, авторам удалось провести моделирование распределения температу-

ры в приграничном слое воды толщиной 10 см. Полученные результаты

хорошо согласуются с экспериментальными данными.

Работы [4]–[6] посвящены разработке математической модели турбу-
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лентного переноса воздушных масс в присутствии растительной неодно-

родности на основе теории контрастных структур. Такой подход позво-

ляет не только провести замыкание системы уравнений Навье-Стокса и

уравнения неразрывности без привлечения дополнительных уравнений,

но и обосновать выбранную в модели кубическую нелинейность. Полу-

ченные результаты хорошо объясняют наличие резких переходных слоев

на границах раздела двух сред с различной кинематической вязкостью.

Сингулярно возмущенные параболические уравнения широко ис-

пользуются в биофизике. Оригинальная идея сочетания теории кон-

трастных структур и теории активных сред находит свое применение

при моделировании процессов образования мегаполисов [2],[7]. Получен-

ные результаты позволяют прогнозировать процессы урбанизации как

у нас в России, так и за рубежом [5]. Стоит отметить, что использова-

ние асимптотического анализа модифицированной системы автоволно-

вых уравнений позволяет сформулировать условия устойчивости реше-

ний модельных задач, тем самым повышая достоверность полученных

исленных результатов.

1.2 Контрастные структуры типа ступеньки в син-

гулярно возмущенных задачах

В последние годы наблюдается интерес к изучению нелинейных сингу-

лярно возмущенных задач, решения которых имеют резкие внутренние

переходные слои. Решения такого типа в литературе принято называть
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контрастными структурами типа ступеньки.

В работе [29] рассматривается двумерный аналог (см. параграф

"Степень разработанности темы исследования") двухточечной краевой

задачи: 
ε4u = f(u, x, ε), x = (x1, x2) ∈ D ⊂ R2,

u(x, ε) = g(x), x ∈ ∂D,
(1.1)

где ε > 0 – малый параметр, 4 = ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2
–оператор Лапласа, функции

f, g и граница области ∂D предполагаются достаточно гладкими. Суще-

ственным достижением данной работы было применение нового эффек-

тивного способа обоснования существования решения типа контрастной

структуры, который получил назавание асимптотического метода диф-

ференциальных неравенств. Основная идея этого метода базируется на

том, что построение верхнего и нижнего решений задачи проводится с

помощью модификации построенной формальной асимптотики. Инфор-

мацию о современном состоянии теории контрастных структур можно

получить из обзоров А.Б. Васильевой, В.Ф. Бутузова, Н.Н. Нефедова

[32], [33].

В работах [40]–[42] рассматривается зависимость правой части урав-

нения от адвективного члена вида εOu.

В ряде работ рассматриваются начально-краевые сингулярно возму-

щенные задачи для параболических уравений типа реакция-диффузия

и реакция-диффузия-адвекция. Первая работа [43] по данной темати-

ке посвящена исследованию движения фронта в параболической задаче
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реакция-диффузия

ε2∂
2u

∂x2 − ε
∂u

∂t
= f(u, x, t, ε), x ∈ (0, 1), t ∈ T,

u(x, 0) = uinit(x), u(0, t) = u0, u(1, t) = u1.

(1.2)

Двумерное обобщение задачи приводится в [44]. Исследование влия-

ние адвекции на движение фронта в двумерном случае устанавливается

в [45]-[46]. Стоит отметить, что по сравнению с ранними публикациями

по движущимся внутренним переходным слоям, в данных работах алго-

ритм установления уравнения движения фронта был существенно моди-

фицирован, что привело к упрощению процесса построения формальной

асимптотики.

В статьях [47]–[50] изучаются периодические контрастные структу-

ры для уравнения реакция-диффузия-адвекция, в которых реактивный

член преобладает по сравнению с другими (случай быстрой реакции), а

адвективный либо мал, либо отсутствует

ε2

(
∂2u

∂x2 −
∂u

∂t

)
− εiA(u, x, t, ε)

∂u

∂x
− F (u, x, t, ε) = 0,

(x, t) ∈ D := {(x, t) ∈ R2 : 0 < x < 1, t ∈ R},
∂u

∂x
(0, t, ε) = u0(t),

∂u

∂x
(1, t, ε) = u1(t), t ∈ R,

u(x, t, ε) = u(x, t+ T, ε), (x, t) ∈ D̄.

(1.3)

В работах [47],[48] изучается случай i = 2, доказывается существова-

ние решения с внутренним переходным слоем в случаях сбалансирован-

ной и несбалансированной нелинейности, доказывается асимптотическая

устойчивость периодического по времени решения на основании теоремы

17



Крейна-Рутмана. В работе [49] анализируется задача при i = 1 - случай

так называемой слабой адвекции. Двумерная периодическая контраст-

ная структура в уравнении реакция-диффузия в случаях сбалансиро-

ванной и несбалансированной нелинейности изучается в работе [50].

1.3 Метод согласования (сращивания) асимптотиче-

ских разложений

Фундаментальной задачей асимптотических методов является не толь-

ко нахождение эффективных алгоритмов построения асимптотических

разложений решений поставленных задач, но и обоснование их коррект-

ности. Одним из способов доказательства существования решения вида

контрастной структуры является метод согласования (сращивания), ос-

новные идеи которого обсуждаются в монографии В. А. Ильина [51].

Основная идея метода состоит в том, что приближенное решение задачи

строится не в виде единого разложения по степеням малого параметра

на всем отрезке, а в виде нескольких отдельных разложений на каждом

из отрезков [0, x̂] и [x̂, 1]. Далее, опираясь на теоремы существования

погранслойных решений на каждом из указанных отрезков, демонстри-

руют возможность гладкого сшивания полученных разложений в точ-

ке x̂, тем самым обосновывая существование контрастной структуры на

всем отрезке [0, 1]. Он широко использовался А.Б. Васильевой для ис-

следования одномерных контрастных структур. К недостаткам метода

можно отнести невозможность его применения при доказательстве суще-
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ствования многомерных контрастных структур. Он был использован при

обосновании существования решений с внутренним переходным слоем в

задачах для стационарного одномерного уравнения реакция-диффузия:

случай, когда нелинейность которого претерпевает разрыв во внутренней

точке отрезка был проанализирован в публикации [52]; случай разрыв-

ного коэффициента температуропроводности был рассмотрен в [53].

1.4 Метод дифференциальных неравенств

Математические модели многих прикладных задач сводятся к исследо-

ванию эллиптических и параболических задач

∂u

∂t
− Lu = f(u,M, t), M ∈ D, 0 < t < T,

Bu(s, t) = h(s, t), s ∈ ∂D, u(M, 0) = u0(M),

(1.4)

и

Lu = f(u,M), M ∈ D,

Bu(s) = h(s), s ∈ ∂D
(1.5)

В системах (1.4), (1.5) L – дифференциальный оператор 2 порядка, B –

оператор граничного условия. Они имеют вид:

L =
n∑

i,j=1

ai,j
∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂

∂xi
x = (x1, ..., xn).

B =
∂

∂n
+ β(x), x ∈ ∂D,

n – внешняя нормаль к области D, β(x) ≥ 0 всюду в области D.

Метод дифференциальных неравенств является одним из самых эф-

фективных методов прежде всего для доказательства разрешимости по-
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ставленных задач (1.4), (1.5), а также при исследовании устойчивости по

Ляпунову их решений.

Его суть состоит в построении функций называемых верхним и

нижним решениями задач (1.4), (1.5), удовлетворяющих специальной

системе дифференциальных неравенств. Дадим опередления верхнерго

и нижнего решений, например, для задачи (1.5).

Определение 1.4.1 ([54]) Гладкая функция u0 является верхним ре-

шением задачи (1.5), если

Lu0 + f(x, u0) ≤ 0, Bu0 ≥ 0;

Аналогично v0 является нижним решением задачи (1.5), если

Lv0 + f(x, v0) ≥ 0, Bu0 ≤ 0.

Основы метода в случае гладких нелинейностей были заложены в

работах [55]–[57]. Различные подходы к изучению эллиптических и па-

раболических задач в случае негладких нелинейностей можно найти в

работах [58], [59]. При этом в данных работах доказывались теоремы о

существовании непрерывного решения с использованием негладких верх-

него и нижнего решений, также изучалась проблема существования ми-

нимального и максимального решения. В. Н. Павленко заложил основы

теории эллиптических и параболических уравнений с разрывными нели-

нейностями. Наиболее общие теоремы о существовании сильных решений

задач (1.4),(1.5) в случае негладких коэффициентов отражены в работах

[60]–[64].
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В рабтах Нефедова Н.Н. [30], [31], [65]–[69] метод дифференциаль-

ных неравентсв развивается применительно к сингулярно возмущенным

задачам реакция-диффузия. Суть метода заключается в том, что пу-

тем модификации формальной асимптотики строятся верхнее и нижнее

решения. Этот метод получил название "асимптотический метод диф-

ференциальных неравенств".

Из других наиболее мощных современных асимптотических методов,

применяющихся при анализе задач математической физики, выделим

следующие: метод осреднения [70]; метод регуляризации [71],[72]; методы

школы Маслова В. П. [73]–[77].

Стоит отметить, что краевые задачи с разрывными нелинейностями

тесно примыкают к задачам для дифференциальных уравнений с запаз-

дывающим аргументом [78]–[82]. Поэтому идеи и методы, излагаемые в

диссертации, впоследствии могут быть развиты для данного класса за-

дач.
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Глава 2

Стационарное уравнение

реакция-диффузия с разрывным

реактивным членом в одномерном

случае

При подготовке данной главы диссертации использована публикация [38]

автора, в которой, согласно Положению о присуждении ученых степеней

в МГУ, отражены основные результаты, положения и выводы исследо-

вания.

В главе рассматривается краевая задача для одномерного уравнения

реакция-диффузия в одномерном случае. Особенностью рассматрива-

емой задачи является разрыв (первого рода) реактивного слагаемого

(источника) в некоторой внутренней точке отрезка, на котором постав-

лена краевая задача, в результате чего решения обладают большими

градиентами в узком переходном слое вблизи границы раздела. В главе

сформулированы условия существования, локальной единственности и
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асимптотической устойчивости стационарного решения, содержащего

внутренний переходный слой. Для доказательства сформулированных

теорем использован асимптотический метод дифференциальных нера-

венств. Аналогичная задача рассматривалась в работе [52], где было

постоено асимптотическое приближение решения и доказано существо-

вание решения с внутренним переходным при помощи метода сшивания

погранслойных решений (подобный подход использовался, например, в

[83]), однако вопрос об устойчивости исследован не был. Полученные

условия существования и асимптотической устойчивости следует прини-

мать во внимание при создании адекватных математических моделей,

описывающих явления в средах с разрывными характеристиками.

Результаты, полученные в данной главе, могут быть использованы для

разработки эффективных методов численного решения дифференци-

альных уравнений с разрывными правыми частями.

2.1 Постановка задачи

Рассмотрим начально-краевую задачу
ε2∂

2v

∂x2
− ∂v

∂t
= f(v, x, ε), x ∈ (−1; 1), t > 0;

dv

dx
(∓1, t) = u(∓), v(x, 0) = vinit(x, ε),

(2.1)

где ε ∈ (0; ε0] - малый параметр.

Пусть выполнено следующее условие:

(A1) Функция f(u, x, ε) определена на множестве
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Ω := (u, x, ε) ∈ Iu × [−1; 1] × (0; ε0] и претерпевает разрыв первого

рода вдоль отрезка прямой {u ∈ Iu, x = x0} :

f(u, x, ε) =


f (−)(u, x, ε), u ∈ Iu, −1 ≤ x ≤ x0 − 0,

f (+)(u, x, ε), u ∈ Iu, x0 + 0 ≤ x ≤ 1,

где f (−)(u, x, ε) ∈ C3(Iu × [−1;x0] × (0; ε0]), f
(+)(u, x, ε) ∈ C3(Iu ×

[x0; 1]× (0; ε0]) и f (−)(u, x0, ε) 6= f (+)(u, x0, ε), u ∈ Iu.

Определим области DT := (t, x) ∈ (0;T ]× (−1; 1),

D
(−)
T := (t, x) ∈ (0;T ]× (−1;x0), D

(+)
T := (t, x) ∈ (0;T ]× (x0; 1).

Определение 2.1.1 Функция

v(x, t, ε) ∈ C0,1
(
DT

)
∩ C1,1(DT ) ∩ C1,2

(
D

(−)
T ∪D(+)

T

)
называется решением задачи (2.1), если она удовлетворяет уравнению

(2.1) в каждой из областей D
(∓)
T , а также условию в начальный мо-

мент времени и граничному условию.

Очевидно, что стационарное решение этой задачи является решени-

ем следующей задачи для стационарного уравнения реакция-диффузия:

ε2d
2u

dx2
= f(u, x, ε), x ∈ (−1; 1),

du

dx
(∓1, t) = u(∓), (2.2)

где ε ∈ (0; ε0] - малый параметр, решение которой определено аналогично

решению задачи (2.1).

Определение 2.1.2 . Функция u(x, ε) ∈ C1(−1; 1)∩C2 ((−1; 1) \ x0) на-

зывается решением задачи (2.2), если она удовлетворяет уравнению
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(2.2) при x ∈ (−1;x0) ∪ (x0; 1), а также граничным условиям задачи

(2.2).

Потребуем также выполнения следующего условия.

(А2) Пусть уравнение f (−)(u, x, 0) = 0 имеет на отрезке [−1;x0] изоли-

рованное решение ϕ(−)(x), а уравнение f (+)(u, x, 0) = 0 имеет на

отрезке [x0; 1] изолированное решение ϕ(+)(x), причем выполнено

неравенство ϕ(−)(x0) < ϕ(+)(x0).

Пусть также выполнены неравенства

f (−)
u

(
ϕ(−)(x), x, 0

)
> 0, −1 ≤ x ≤ x0,

f (+)
u

(
ϕ(+)(x), x, 0

)
> 0, x0 ≤ x ≤ 1.

Далее мы будем исследовать такое решение задачи (2.2), которое

слева от точки x0 близко к функции ϕ(−)(x), а справа от точки x0 – к

функции ϕ(+)(x) и резко изменяется от значений ϕ(−)(x) до значений

ϕ(+)(x) в окрестности точки x0.

Для формулировки следующего условия введем так называемые

присоединеннные уравнения и присоединенные системы.

d2ũ

dξ2
= f (−)(ũ, x0, 0), ξ < 0;

d2ũ

dξ2
= f (+)(ũ, x0, 0), ξ > 0. (2.3)

Каждое из присоединенных уравнений (2.3) эквивалентно присоеди-

ненной системе
dũ

dξ
= Φ;

dΦ

dξ
= f (∓)(ũ, x0, 0).

В силу условия (А2) каждая из точек (ϕ(∓)(x0), 0) является точкой

покоя типа седла соответствующей присоединенной системы на фазовой

плоскости (ũ,Φ).
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Потребуем также выполнения следующего условия.

(А3)
p∫

ϕ(−)(x0)

f (−)(u, x0, 0)du > 0, при ϕ(−)(x0) < p ≤ ϕ(+)(x0),

p∫
ϕ(+)(x0)

f (+)(u, x0, 0)du > 0, при ϕ(−)(x0) ≤ p < ϕ(+)(x0).

При выполнении условий (А1) и (А3) на фазовой плоскости (ũ,Φ)

существуют сепаратрисы Φ(∓)(ũ), входящие, соответственно, в седла

(ϕ(∓)(x0), 0) при ξ → ∓∞. Выражения для этих сепаратрис имеют сле-

дующий вид:

Φ(∓)(ũ) = (2

ũ∫
ϕ(∓)(x0)

f (∓)(u, x0, 0)du)
1
2 .

Введем функцию

H(ũ) := Φ(−)(ũ)− Φ(+)(ũ) = (2

ũ∫
ϕ(−)(x0)

f (−)(u, x0, 0)du)
1
2 − (2

ũ∫
ϕ(+)(x0)

f (+)(u, x0, 0)du)
1
2 .

Потребуем выполнения еще одного условия.

(А4) Пусть существует величина p0 ∈
(
ϕ(−)(x0);ϕ

(+)(x0)
)
– решение урав-

нения H(ũ) = 0, а также выполнено неравенство f (−)(p0, x0, 0) −

− f (+)(p0, x0, 0) > 0.

Уравнение H(ũ) = 0 эквивалентно уравнению вида∫ ũ

ϕ(−)(x0)

f (−)(u, x0, 0) du =

∫ ũ

ϕ(+)(x0)

f (+)(u, x0, 0) du.
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Несложно также получить, что

dH

dũ
(p0) = 2

f (−)(p0, x0, 0)− f (+)(p0, x0, 0)

(2
∫ p0

ϕ(−)(x0) f
(−)(u, x0, 0) du)

1
2 + (2

∫ p0

ϕ(+)(x0) f
(+)(u, x0, 0) du)

1
2

.

(2.4)

Таким образом, из условия (А4) следует неравенство

dH

dũ
(p0) > 0. (2.5)

2.2 Асимптотическое представление решения

Построим асимптотическое приближение U1(x, ε) решения задачи (2.2)

до первого порядка по малому параметру ε включительно . Функцию

U1(x, ε) будем строить отдельно слева и справа от точки x0 :

U1(x, ε) =


U

(−)
1 (x, ε), −1 ≤ x ≤ x0,

U
(+)
1 (x, ε), x0 ≤ x ≤ 1.

Каждую из функций U
(∓)
1 (x, ε) будем представлять в виде суммы

трех слагаемых

U
(∓)
1 (x, ε) = ū(∓)(x, ε) +Q(∓)(ξ, ε) +R(∓)

(
η(∓), ε

)
.

Здесь ū(∓) (x, ε) = ū
(∓)
0 (x) + εū

(∓)
1 (x) – регулярная часть разложения,

функции Q(∓) (ξ, ε) = Q
(∓)
0 (ξ) + εQ

(∓)
1 (ξ) описывают поведение решения

в окрестности точки x0, а функции R
(
η(∓), ε

)
= R0

(
η(∓)

)
+ εR1

(
η(∓)

)
описывают поведение решения в окрестностях граничных точек отрезка

[−1; 1], η(∓) =
x± 1

ε
– растянутые переменные, соответственно, вбли-

зи точек x = ∓1. Отметим, что в силу краевых условий Неймана

R0

(
η(∓)

)
= 0.
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Будем непрерывно сшивать асимптотические представления U (−)
1 и

U
(+)
1 в точке x0 :

U
(−)
1 (x0, ε) = U

(+)
1 (x0, ε) = p0 + εp1. (2.6)

Неизвестные коэффициенты p0 и p1 определим из условия непрерыв-

ного сшивания производных функций U (−)
1 (x, ε) и U (+)

1 (x, ε), в точке x0 :(
dū

(−)
0

dx
(x0) +

1

ε

dQ
(−)
0

dξ
(0) + ε

dū
(−)
1

dx
(x0) +

dQ
(−)
1

dξ
(0)

)
= (2.7)

=

(
dū

(+)
0

dx
(x0) +

1

ε

dQ
(+)
0

dξ
(0) + ε

dū
(+)
1

dx
(x0) +

dQ
(+)
1

dξ
(0)

)
.

2.2.1 Регулярная часть

Уравнения для функций регулярной части получаются согласно стан-

дартному алгоритму [28] из равенств

ε2 d
2

dx2

(
ū

(∓)
0 + εū

(∓)
1

)
= f (∓)

(
ū

(∓)
0 + εū

(∓)
1 , x, ε

)
+O

(
ε2
)
.

Приравняв нулю коэффициенты при ε0 в каждом из этих равенств, по-

лучим уравнения

f (∓)(ū
(∓)
0 , x, 0) = 0.

Учитывая условие (А2), положим

ū
(∓)
0 = ϕ(∓)(x).

Функции ū(∓)
1 (x) являются решениями уравнений

f (∓)
u

(
ϕ(∓)(x), x, 0

)
ū

(∓)
1 (x) = −(∂f (∓)/∂ε)(ϕ(∓)(x), x, 0),

которые также разрешимы согласно условию (А2).
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2.2.2 Функции переходного слоя нулевого порядка

Уравнения для функций переходного слоя получаются, если приравнять
коэффициенты при одинаковых степенях ε в правой и левой частях каж-
дого из равенств

d2

dξ2

(
Q

(∓)
0 + εQ

(∓)
1

)
= f (∓)

(
ū
(∓)
0 (x0 + εξ) + εū

(∓)
1 (x0 + εξ) +Q

(∓)
0 + εQ

(∓)
1 , x0 + εξ, ε

)
− f (∓)

(
ū
(∓)
0 (x0 + εξ) + εū

(∓)
1 (x0 + εξ), x0 + εξ, ε

)
+O

(
ε2
)
. (2.8)

Граничные условия для функций Q
(∓)
0 (ξ), i = 0, 1 при ξ = 0 получа-

ются, если приравнять коэффициенты при одинаковых степенях малого

параметра в условии (2.6) непрерывного сшивания функций U (−)(x, ε) и

U (+)(x, ε) :

ū
(−)
0 (x0) + εū

(−)
1 (x0) +Q

(−)
0 (0) + εQ

(−)
1 (0) =

= ū
(+)
0 (x0) + εū

(+)
1 (x0) +Q

(+)
0 (0) + εQ

(+)
1 (0) = p0 + εp1 . (2.9)

Потребуем также выполнения стандартного условия убывания функций

переходного слоя на бесконечности

Q
(∓)
i (∓∞) = 0, i = 0, 1 . (2.10)

Выделяя в равенствах (2.8),(2.9),(2.10) слагаемые при ε0, получим сле-

дующие задачи для функций Q(∓)
0 (ξ) :

d2Q
(∓)
0

dξ2
= f (∓)

(
ϕ(∓)(x0) +Q

(∓)
0 , x0, 0

)
;

Q
(−)
0 (0) + ϕ(−)(x0) = Q

(+)
0 (0) + ϕ(+)(x0) = p0, Q

(∓)
0 (∓∞) = 0.

(2.11)

Задача для функции Q
(−)
0 (ξ) рассматривается на полупрямой ξ ≤ 0, а

для функции Q(+)
0 (ξ) – на полупрямой ξ ≥ 0.
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Введем обозначения

ũ(ξ) =


ϕ(−)(x0) +Q

(−)
0 (ξ), ξ ≤ 0;

ϕ(+)(x0) +Q
(+)
0 (ξ), ξ ≥ 0.


Φ(−)(ξ) =

dũ

dξ
, ξ ≤ 0;

Φ(+)(ξ) =
dũ

dξ
, ξ ≥ 0.

(2.12)

Перепишем задачи (2.11) с учетом введенных обозначений:

d2ũ

dξ2
= f (∓) (ũ, x0, 0) ; ũ(0) = p0; ũ(∓∞) = ϕ(∓)(x0).

Уравнения для функции ũ(ξ) на каждой из полупрямых ξ ≤ 0 и ξ ≥ 0

совпадают с присоединенными уравнениями (2.3). Согласно условиям

(A2) и (А3) существуют функции

Φ(−)(ξ) := Φ(−)(ũ(ξ)) =
dũ

dξ
, ξ ≤ 0; и Φ(+)(ξ) := Φ(+)(ũ(ξ)) =

dũ

dξ
, ξ ≥ 0.

Функция ũ при ξ ≤ 0 является решением задачи

dũ

dξ
=

√√√√√2

ũ∫
ϕ(−)(x0)

f (−)(u, x0, 0)du, ũ(0) = p0,

а при ξ ≥ 0 – решением задачи

dũ

dξ
=

√√√√√2

ũ∫
ϕ(+)(x0)

f (+)(u, x0, 0)du, ũ(0) = p0.

Известно (см., например,[28]), что справедливы следующие оценки:∣∣ũ(∓)(ξ)− ϕ(∓)(x0)
∣∣ ≤ Ce−κ|ξ|, где C и κ – не зависящие от ε положитель-

ные константы. Отсюда с учетом обозначений (2.12) следуют оценки для

функций Q(∓)
0 (ξ): ∣∣∣Q(∓)

0 (ξ)
∣∣∣ ≤ Ce−κ|ξ|. (2.13)

С использованием обозначений (2.12) условия сшивания производных

(2.7) в порядке ε−1 принимают вид:

Φ(−)(0) = Φ(+)(0).
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Из этого равенства следует уравнение H(ũ(0)) = 0, которое, согласно

условию (А4) имеет решение ũ(0) = p0.

2.2.3 Функции переходного слоя первого порядка

Введем обозначения

f̄ (∓)(x) := f (∓)(ϕ(∓)(x), x, 0), f̃ (∓)(ξ) := f (∓) (ũ(ξ), x0, 0) . (2.14)

Аналогичный смысл имеют обозначения

f̄
(∓)
u (x), f̄

(∓)
x (x), f̄

(∓)
ε (x), f̃

(∓)
u (ξ), f̃

(∓)
x (ξ), f̃

(∓)
ε (ξ). Из ра-

венств (2.8), (2.9), (2.10) в порядке ε1 получим следующие задачи для

функций Q(−)
1 (ξ) на полупрямой ξ ≤ 0 и Q(+)

1 (ξ) на полупрямой ξ ≥ 0 :
d2Q

(∓)
1

dξ2
− f̃ (∓)

u (ξ)Q
(∓)
1 = Q

(∓)
1 f(ξ);

Q
(−)
1 (0) + ū

(−)
1 (x0) = Q

(+)
1 (0) + ū

(+)
1 (x0) = p1; Q

(∓)
1 (∓∞) = 0.

где

Q
(∓)
1 f(ξ) =

(
ū
(∓)
1 + ξ

dϕ(∓)

dx
(x0)

)(
f̃ (∓)u (ξ)− f̄ (∓)u (x0)

)
+ ξ

(
f̃ (∓)x (ξ)− f̄ (∓)x (x0)

)
+

+
(
f̃ (∓)ε (ξ)− f̄ (∓)ε (x0)

)
.

Решения этих задач можно выписать в явном виде:

Q
(∓)
1 (ξ) =

(
p1 − ū(∓)1 (x0)

) Φ(∓)(ξ)

Φ(∓)(0)
+ Φ(∓)(ξ)

ξ∫
0

dξ′(
Φ(∓)(ξ′)

)2
ξ′∫

∓∞

Φ(∓)(σ)Q
(∓)
1 f(σ)dσ.

Функции Q(∓)
1 f(ξ) имеют экспоненциальные оценки вида (2.13) и та-

кие же оценки справедливы для функций Q(∓)
1 (ξ). Вычислим производ-
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ные функций Q(∓)
1 (ξ) при ξ = 0 :

dQ
(∓)
1

dξ
(0) =

(
p1 − ū(∓)

1 (x0)
) f (∓)(p0, x0, 0)

Φ(∓)(0)
+

1

Φ(∓)(0)

0∫
∓∞

Φ(∓)(ξ)Q
(∓)
1 f(ξ)dξ.

(2.15)

Запишем условие сшивания производных, которое получается из равен-

ства (2.7) в порядке ε0 :

dϕ(−)

dx
(x0) +

dQ
(−)
1

dξ
(0) =

dϕ(+)

dx
(x0) +

dQ
(+)
1

dξ
(0).

Подставляя сюда явные выражения (2.15) для производных функций

Q
(∓)
1 и проводя некоторые преобразования, можно получить уравнение

для коэффициента p1:
dH

dũ
(p0) · p1 = G1,

где H(ũ) – функция из условия (А4), а величина G1 – известна. Это

уравнение разрешимо в силу неравенства (2.5).

2.2.4 Пограничные функции

Функции R(∓)
(
η(∓), ε

)
пограничного слоя в окрестностях точек x = ∓1

строятся стандартным образом [28] в виде разложения по степеням ε.

Для них справедливы экспоненциальные оценки, аналогичные оценкам

для функций переходного слоя.

2.3 Существование решения

Для доказательства существования решения используем теоремы о диф-

ференциальных неравенствах, развитые для рассматриваемого класа за-
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дач в [60, 64, 84]. Из результатов зтих работ следует, что из существо-

вания нижнего и верхнего решений α(x, ε), β(x, ε), задачи (2.2), следует

существование решения этой задачи, заключенного между ними.

Функции α(x, ε), β(x, ε) называются нижним и верхним решения-

ми задачи (2.2), если при достаточно малых ε выполняется следующая

система неравенств:

1) Условие упорядоченности: α(x, ε) ≤ β(x, ε), x ∈ [−1; 1].

2) Действие оператора на верхнее и нижнее решения:

ε2

(
d2β

dx2

)
− f(β, x, ε) ≤ 0 ≤ ε2d

2α

dx2
− f(α, x, ε); x ∈ (−1; 1)\x0.

3) Условия на границе:

dα

dx
(−1, ε) ≥ u(−) ≥ dβ

dx
(−1, ε),

dα

dx
(+1, ε) ≤ u(+) ≤ dβ

dx
(+1, ε).

4) Условия на производные в точке x0:

dβ

dx
(x0 − 0, ε) ≥ dβ

dx
(x0 + 0, ε);

dα

dx
(x0 − 0, ε) ≤ dα

dx
(x0 + 0, ε).

Отметим, что условие 4) оказывается существенным в случае использо-

вания нижних и верхних решений, не гладких в некоторой точке.

2.3.1 Построение верхнего и нижнего решения

Алгоритм построения верхних и нижних решений для задач с внутрен-

ними переходными и пограничными слоями носит название асимпто-

тического метода дифференциальных неравенств и подробно описан в

[30, 33, 68]. Этот алгоритм заключается в построении функций α(x, ε) и
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β(x, ε) как модификаций асимптотического представления этого реше-

ния.

Обозначим через β1(x, ε) верхнее решение задачи (2.2), построен-

ное с использованием асимптотического приближения первого порядка,

U1(x, ε), отдельно на каждом из отрезков [−1;x0] и [x0; 1] :

β1(x, ε) =


β

(−)
1 (x, ε) = U

(−)
1 (x, ε) + ε

(
µ+ q(−)(ξ)

)
, x ∈ [−1;x0], ξ ≤ 0;

β
(+)
1 (x, ε) = U

(+)
1 (x, ε) + ε

(
µ+ q(+)(ξ)

)
, x ∈ [x0; 1], ξ ≥ 0.

(2.16)

Здесь µ – положительная константа, которая подбирается таким обра-

зом, чтобы выполнялось неравенство 3), а также неравенства 1)-2) вдали

от точки x0. Функции q(∓)(ξ) вводятся для устранения невязок порядка

O(ε), возникающих в неравенстве 2) в окрестности точки x0 в результате

добавления к асимптотическому разложению величины µ.

Эти функции определяются как решения краевых задач
d2q(∓)

dξ2
− f̃ (∓)

u (ξ)q(∓) =
(
f̃ (∓)
u (ξ)− f̄ (∓)

u (x0)
)
µ− d exp(−λ|ξ|),

q(−)(0) + µ = q(+)(0) + µ = δ; q(∓)(∓∞) = 0.

Здесь были использованы обозначения (2.14). Задача для q(−)(ξ) реша-

ется при ξ ≤ 0, а задача для q(+)(ξ) – при ξ ≥ 0. Величина δ > 0

определяется далее таким образом, чтобы выполнялись неравенства 4)

и 1) в области переходного слоя.
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Функции q(∓)(ξ) можно выписать в явном виде:

q(∓)(ξ) = (δ − µ)
Φ(∓)(ξ)

Φ(∓)(0)
+

+ Φ(∓)(ξ)

ξ∫
0

dξ′(
Φ(∓)(ξ′)

)2
ξ′∫

∓∞

Φ(∓)(σ)
((
f̃ (∓)u (σ)− f̄ (∓)u (x0)

)
µ− d exp(−λ|σ|)

)
dσ. (2.17)

Заметим, что имеют место следующие оценки (см. (2.14), (2.12),

(2.13)) ∣∣∣f̃ (∓)
u (ξ)− f̄ (∓)

u (x0)
∣∣∣ < C exp(−κ|ξ|),

где C и κ – положительные константы, не зависящие от ε. Выберем те-

перь константы δ, d и κ достаточно большими, чтобы выполнялись сле-

дующие неравенства

δ − µ > 0;(
f̃ (−)
u (ξ)− f̄ (−)

u (x0)
)
µ− d exp(λξ) < 0, ξ ≤ 0;(

f̃ (+)
u (ξ)− f̄ (+)

u (x0)
)
µ− d exp(−λξ) < 0, ξ ≥ 0.

Отметим, что функция q(−)(ξ) принимает строго положительные значе-

ния при ξ ≤ 0, а функция q(+)(ξ) – строго положительные значения при

ξ ≥ 0.

Функция α1(x, ε) – нижнее решение задачи (2.2) – имеет вид

α1(x, ε) =


α

(−)
1 (x, ε) = U

(−)
1 (x, ε)− ε

(
µ+ q(−)(ξ)

)
, x ∈ [−1;x0], ξ ≤ 0;

α
(+)
1 (x, ε) = U

(+)
1 (x, ε)− ε

(
µ+ q(+)(ξ)

)
, x ∈ [x0; 1], ξ ≥ 0.

(2.18)

Для того, чтобы не применять модификацию для поганичных функций,

используем стандартную процедуру умножения экспоненциально убыва-
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ющих функций в выражениях для α1(x, ε) и β1(x, ε) на срезающую функ-

цию, сохранив прежние обозначения (в результате α1(x, ε) и β1(x, ε) удо-

влетворяют граничным условиям точно). Докажем теперь, что для функ-

ций α1(x, ε) и β1(x, ε) выполняются неравенства 1)-4). Проверим выпол-

нение неравенства 1). Для этого запишем разность β1(x, ε)− α1(x, ε) на

каждом из сегментов [−1;x0] и [x0; 1]:

β
(∓)
1 (x, ε)− α(∓)

1 (x, ε) = ε
(

2µ+ 2q(∓)(ξ)
)
.

Выражения справа строго положительны, поскольку положительны кон-

станта µ и функции q(∓)(ξ). Таким образом, неравенство 1) выполнено

всюду на [−1; 1].

Покажем выполнение неравенства 2) на примере верхнего решения.

Из способа построения функций β(∓)
1 следуют равенства

ε2d
2β

(∓)
1

dx2
− f (∓)

(
β

(∓)
1 , x, ε

)
= −ε

(
µ · f̄ (∓)

u (x0) + d · e−κ|ξ|
)

+O
(
ε2
)
.

Функции f̄ (∓)
u (x) положительны согласно условию (А2), поэтому выраже-

ние в правой части отрицательно при достаточно малых ε, и тем самым

неравенство 2) для верхнего решения выполнено. Аналогично доказы-

вается выполнение неравенства 2) для нижнего решения. Проверим вы-

полнение неравенства 4) для верхнего решения. Из выражений (2.16) для

функций β(∓)
1 , а также из условия C1-сшивания (2.7) следует равенства

dβ1

dx
(x0 − 0, ε)− dβ1

dx
(x0 + 0, ε) =

dq(−)

dξ
(0)− dq(+)

dξ
(0) +O(ε). (2.19)

Используя явный вид (2.17) для функций q(∓)(ξ), можно выписать
выражения для производных этих функций при ξ = 0:

dq(∓)

dξ
(0) = δ· f

(∓)(p0, x0, 0)

Φ(∓)(0)
− µ

Φ(∓)(0)
·f̄ (∓)u (x0)

(
p0 − ϕ(∓)(x0)

)
− d

Φ(∓)(0)

∫ 0

∓∞
Φ(∓)(ξ)·e−λ|ξ|dξ.

36



Подставляя эти выражения в правую часть равенства (2.19), получаем

dβ1

dx
(x0 − 0, ε)− dβ1

dx
(x0 + 0, ε) =

= δ·dH
dũ

(p0)−
µ · f̄ (−)

u (x0)

Φ(−)(0)

(
p0 − ϕ(−)(x0)

)
+
µ · f̄ (+)

u (x0)

Φ(+)(0)

(
p0 − ϕ(+)(x0)

)
−

− d

Φ(−)(0)

∫ 0

−∞
Φ(−)(ξ) · eλξdξ +

d

Φ(+)(0)

∫ 0

+∞
Φ(+)(ξ) · e−λξdξ.

Принимая во внимание условие (A4), можно выбрать положительную

величину δ достаточно большой, чтобы выражение в правой части по-

следнего равенства оказалось положительным и тем самым выполнялось

неравенство 4) для верхнего решения.

Нетрудно доказать, что при том же значении δ выполняется нера-

венство 4) для нижнего решения.

Как доказано в [61, 64, 84], из существования верхнего и нижнего ре-

шений задачи (2.2) следует существование решения u(x, ε) задачи (2.2),

заключенного между верхним и нижним решениями. Стоит отметить,

что доказательство теорем существования в данных работах приводится

в предположении гладкости функций α(x, ε), β(x, ε), однако их можно

обобщить на случай негладких функций. При этом существенным яв-

ляется условие 4). Совершенно также могут быть построены нижние и

верхние решения следующих порядков. Таким образом, имет место сле-

дующая теорема.

Теорема 2.3.1 Пусть выполнены условия A.1-A.4. Тогда при доста-

точно малом ε > 0 существует функция u(x, ε) – решение задачи

(2.2),для которого функция U1(x, ε) является равномерным асимпто-

тическим приближением с точностью O
(
ε2
)
, то есть для всех x ∈
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∈ [−1; 1] выполняется неравенство

|u(x, ε)− U1(x, ε)| ≤ Cε2, (2.20)

где C положительная константа, не зависящая от ε.

Стоит отметить, что для получения оценки (2.20) нужно построить

асимптотическое приближение второго порядка и верхнее и нижнее ре-

шения по аналогии с (2.16) и (2.18) как модификации этого асимптоти-

ческого приближения.

2.4 Асимптотическая устойчивость стационарного

решения.

Как отмечалось в параграфе 1, решение задачи (2.2) является стацио-

нарным решением задачи (2.1). Использование построенных нижнего и

верхнего решений позволяет нам доказать следующую теорему.

Теорема 2.4.1 При выполнении условий A.1-A.4 при достаточно ма-

лых ε стационарное решение u(x, ε) задачи (2.1) в смысле определения

2.1.2, для которого функция U1(x, ε) является равномерным асимпто-

тическим приближением, локально единственно как решение задачи

2.2 и асимптотически устойчиво по Ляпунову с областью устойчиво-

сти по крайней мере [α1(x, ε); β1(x, ε)].

Определим области DT := (t, x) ∈ (0;T ] × (−1; 1), D
(−)
T := (t, x) ∈

(0;T ]× (−1;x0), D
(+)
T := (t, x) ∈ (0;T ]× (x0; 1).
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Докажем, что решение v(x, t, ε) задачи (2.1) существует для любой

начальной функции vinit, лежащей в интервале α1(x, ε) ≤ vinit(x, ε) ≤

≤ β1(x, ε) и выполняется предельное равенство

lim
t→∞
|v(x, t, ε)− u(x, ε)| = 0, (2.21)

где u(x, ε) – единственное решение задачи (2.2)в интервале

[α1(x, ε), β1(x, ε)].

Для доказательства этой теоремы также используем метод диффе-

ренциальных неравенств. Этот метод основан на принципе максимума

для параболических уравнений и подробно описан в книге [55] для задач

вида (2.1) в случае гладких функций f(v, x, ε) в правой части. Однако,

к случае рассматриваемой здесь функции f(v, x, ε), удовлетворяющей

условию (А1), этот метод также может быть применен, если принять во

внимание принцип максимума для функций из класса C1 [85, 86].

Функции β̂(x, t, ε) и α̂(x, t, ε), называемые верхним и нижним реше-

ниями задачи (2.1),определяются аналогично стационарной задаче - при

достаточно малых ε они удовлетворяют системе неравенств:

10 Условие упорядоченности: α̂ (x, t, ε) < β̂ (x, t, ε) , (x, t) ∈ DT .

20 Действие оператора в уравнении (2.1) на верхнее и нижнее решения:

ε2∂
2β̂

∂x2
−∂β̂
∂t
−f
(
β̂, x, ε

)
≤ 0 ≤ ε2∂

2α̂

∂x2
−∂α̂
∂t
−f (α̂, x, ε) при (x, t) ∈ D(∓)

T .

30 Условия на границе:

dα̂

dx
(−1, t, ε) ≥ u(−) ≥ dβ̂

dx
(−1, t, ε) ,

dα̂

dx
(1, t, ε) ≤ u(+) ≤ dβ̂

dx
(1, t, ε) , t > 0
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40 Условия на производные при x = x0 :

∂β̂

∂x
(x0−0, t, ε) ≥ ∂β̂

∂x
(x0+0, t, ε);

∂α̂

∂x
(x0−0, t, ε) ≤ ∂α̂

∂x
(x0+0, t, ε), t > 0.

Используя результат теоремы 1, а также очевидные оценки

|u(x, ε)− α1(x, ε)| ≤ Cε

и

|u(x, ε)− β1(x, ε)| ≤ Cε,

не сложно проверить, что условия 10-40 выполняются, если выбрать
функции β̂(x, t, ε) и α̂(x, t, ε) следующим образом:

β̂(x, t, ε) =


β̂(−)(x, t, ε) = u(x, ε) +

(
β
(−)
1 (x, ε)− u(x, ε)

)
e−εγt, (t, x) ∈ D(−)

T ,

β̂(+)(x, t, ε) = u(x, ε) +
(
β
(+)
1 (x, ε)− u(x, ε)

)
e−εγt, (t, x) ∈ D(+)

T ;

(2.22)

α̂(x, t, ε) =


α̂(−)(x, t, ε) = u(x, ε) +

(
α
(−)
1 (x, ε)− u(x, ε)

)
e−εγt, (t, x) ∈ D(−)

T ,

α̂(+)(x, t, ε) = u(x, ε) +
(
α
(+)
1 (x, ε)− u(x, ε)

)
e−εγt, (t, x) ∈ D(+)

T ,

где β(∓)
1 (x, ε), α

(∓)
1 (x, ε) – функции из (2.16) и (2.18).

Неравенства 10,30,40 выполняются в силу того, что функции

β
(∓)
1 (x, ε), α

(∓)
1 (x, ε) удовлетворяют дифференциальным неравенствам 1)-

4). Проверим справедливость неравенства на оператор 20 на примере β̂(+)

Lt[β̂
(+)] := ε2∂

2β̂(+)

∂x2
− ε∂β̂

(+)

∂t
− f (+)(β̂(+), x),

К правой части добавим слагаемые f (+)(u, x), f (+)(β(+), x)e−λt,

f (+)(u, x)e−λt, а затем вычтем эти же слагаемые, чтобы выражение не
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изменилось. Посли группировки получим равенство

Lt[β̂
(+)] = ε2d

2u

dx2
− f (+)(u, x)−

(
ε2d

2u

dx2
− f (+)(u, x)

)
e−λt+

+

(
ε2d

2β
(+)
1

dx2
− f (+)(β

(+)
1 , x)

)
e−λt + ελ

(
β

(+)
1 − u

)
e−λt+

+
(
f (+)(β

(+)
1 , x)− f (+)(u, x)

)
e−λt −

(
f (+)(β̂(+), x)− f (+)(u, x)

)
Учитывая, что функция u(x, ε) является решением уравнения из задачи

(2.2), а также оценки

β
(+)
1 (x, ε)− u(x) = O(ε), x ∈ [−1, 1],

(f (+)(β
(+)
1 , x)− f (+)(u))e−λt − (f (+)(β̂(+), x)− f (+)(u, x)) =

= f (+),∗
uu

(
θ2e
−λt − θ1

) (
β

(+)
1 − u

)2

e−λt,

где

f (+),∗
uu = f (+)

uu

(
u+ θ2

(
β

(+)
1 − u

)
e−λt + θ3

(
θ2e
−λt − θ1

) (
β

(+)
1 − u

))
, |θ1,2,3| < 1,

придем к равенству

Lt[β̂
(+)] = e−λt

(
−εµf̄ (+)

u (x) +O(ε2)
)
< 0

Аналогично работе [55], воспользовавшись принципом максимума для

функций из класса C1 [85, 86], можно доказать, что из существования

верхнего и нижнего решений задачи (2.1) следует существование един-

ственного решения v(x, ε) этой задачи, для которого в каждый момент

времени t > 0 выполняются неравенства α̂(∓)(x, t, ε) ≤ v ≤ β̂(∓)(x, t, ε),

при условии, что аналогичные неравенства выполняются в начальный

момент времени:

α̂(∓)(x, 0, ε) ≤ vinit(x, ε) ≤ β̂(∓)(x, 0, ε). (2.23)
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Используя выражения (2.22), приходим к равенству (2.21), из ко-

торого в силу единственности решения задачи (2.1) следует локальная

единственность решения u(x, ε) задачи (2.2) и асимптотическая устойчи-

вость этого решения как стационарного решения начально-краевой зада-

чи (2.1).

Из неравенств (2.23), а также из того, что α̂(x, 0, ε) = α1(x, ε),

β̂(x, 0, ε) = β1(x, ε) (см. (2.22)) следует, что промежуток

[α1(x, ε); β1(x, ε)] является областью притяжения устойчивого решения

задачи (2.2).
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Глава 3

Стационарное уравнение

реакция-диффузия с разрывным

реактивным членом в двумерном

случае

При подготовке данной главы диссертации использованы публикации

[35, 37, 39] автора, в которых, согласно Положению о присуждении уче-

ных степеней в МГУ, отражены основные результаты, положения и вы-

воды исследования.

Рассмотрена краевая задача для уравнения Пуассона в двумерном

случае в предположении, что функции в правой части претерпевают раз-

рыв 1 рода вдоль некоторой замкнутой гладкой кривой, заданной внутри

рассматриваемой области решения. Построено асимптотическое прибли-

жение решения, содержащего внутренний переходный слой. Обоснование

существования решения проведено с помощью асимптотического метода

дифференциальных неравенств, основанного на построении верхнего и
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нижнего решений задачи.

3.1 Постановка задачи

Рассмотрим начально-краевую задачу

ε2∆v − ∂v

∂t
= f(v, x, y, ε), (x, y) ∈ D, t > 0;

∂v

∂n

∣∣∣∣
∂D

= u0 (x, y) , (x, y) ∈ ∂D,

v(x, y, ε, 0) = vinit(x, y, ε), (x, y) ∈ D.

(3.1)

Здесь D – односвязная область на плоскости (x, y) с гладкой грани-

цей ∂D, ε–малый параметр, лежащий в интервале (0; ε0], n – нормаль

к кривой ∂D, внешняя по отношению к области D. Будем считать, что

существует простая гладкая замкнутая кривая C0, целиком лежащая в

области D и делящая эту область на две части: D(in), ограниченную кри-

вой C0, и D(ex), ограниченную кривыми C0 и ∂D.

Потребуем выполнения следующих условий:

(А1) Пусть функция f (u,M, ε) = f (u, x, y, ε) в правой части уравнения

(3.1) имеет вид:

f (u, x, y, ε) =


f (in) (u, x, y, ε) , если (x, y) ∈ D̄(in);

f (ex) (u, x, y, ε) , если (x, y) ∈ D̄(ex).

Где f (in)(u, x, y, ε), f (ex)(u, x, y, ε) - достаточно гладкие ограничен-

ные функции, соответственно в областях Iu × D̄(in) × (0; ε0] и Iu ×

D̄(ex)×(0; ε0], где Iu – интервал изменения функции u, причем функ-

ция f (u, x, y, ε) претерпевает разрыв первого рода на поверхности

S (u, x, y) : {u ∈ Iu; (x, y) ∈ C0}.
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Определим области DT := (x, y, t) ∈ D × (0;T ], D
(in)
T := (x, y, t) ∈

D(in) × (0;T ], D
(ex)
T := (x, y, t) ∈ D(ex) × (0;T ].

Определение 3.1.1 Функция

v(x, y, t) ∈ C1,0
(
DT

)
∩ C1,1(DT ) ∩ C2,1

(
D

(in)
T ∪D(ex)

T

)
называется решением задачи (3.1), если она удовлетворяет урав-

нению (3.1) в каждой из областей D(in,ex)
T , а также условию в на-

чальный момент времени и граничному условию.

Очевидно, что стационарное решение задачи (3.1) является решени-

ем задачи для стационарного уравнения реакция-диффузия:
ε2∆u = f (u, x, y, ε) , (x, y) ∈ D,
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂D

= u0 (x, y) , (x, y) ∈ ∂D,
(3.2)

Ее решение определено аналогично определению решения задачи

(3.1)

Определение 3.1.2 Решением задачи (3.2) будем называть функ-

цию u(M) ∈ C1(D̄)∩C2(D \C0), удовлетворяющую уравнению при

M ∈ D \ C0, а также условию
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂D

= u0 (S) , S ∈ ∂D.

(А2) Пусть в области D̄(in) определена функция u = ϕ(in) (x, y), являю-

щаяся изолированным решением уравнения f (in) (u, x, y, 0) = 0, а в

области D̄(ex) определена функция u = ϕ(ex) (x, y) , являющаяся изо-

лированным решением уравнения f (ex) (u, x, y, 0) = 0, и пусть для

всех точек (x, y) , лежащих на кривой C0, выполняется неравенство

ϕ(in) (x, y) > ϕ(ex) (x, y).
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(А3) Пусть выполняются неравенства

f (in)
u

(
ϕ(in), x, y, 0

)
> 0, (x, y) ∈ D̄(in)

и

f (ex)
u

(
ϕ(ex), x, y, 0

)
> 0, (x, y) ∈ D̄(ex).

Пусть кроме того, для всех точек (x, y), лежащих на кривой C0,

выполняются неравенства
ũ∫

ϕ(in)(x,y)

f (in) (u, x, y, 0) du > 0 при ũ ∈
[
ϕ(ex)(x, y), ϕ(in)(x, y)

)
;

ũ∫
ϕ(ex)(x,y)

f (ex) (u, x, y, 0) du > 0 при ũ ∈
(
ϕ(ex)(x, y), ϕ(in)(x, y)

]
.

Будем исследовать вопрос о существовании у задачи (3.2) непрерыв-

ного решения, близкого к поверхности u = ϕ(in) (x, y) внутри области

D(in), а внутри области D(ex) близкого к поверхности u = ϕ(ex) (x, y) и

резко изменяющегося от ϕ(in) к ϕ(ex) в окрестности кривой C0, кроме

того, имеющего непрерывные производные по направлению нормали к

этой кривой.

Для описания поведения решения в окрестности кривой C0 стандарт-

ным способом (см.[28]) перейдем к координатам (r, θ) :

x = x(r, θ), y = y(r, θ).

Здесь θ ∈ [0, T ] – параметр кривой, а величина |r| является расстояни-

ем от точки M (x, y) из окрестности кривой C0 до этой кривой вдоль

нормали к ней. Будем считать, что r < 0, если M ∈ D(in); r > 0, если

M ∈ D(ex); r = 0 , если M ∈ C0.
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Введем растянутую переменную τ =
r

ε
. Рассмотрим следующие кра-

евые задачи для систем двух уравнений первого порядка относительно

функций ũ (τ, θ) и Φ (τ, θ):
∂ũ

∂τ
= Φ,

∂Φ

∂τ
= f (in) (ũ, θ, 0) , τ < 0, 0 ≤ θ < T ;

ũ (0, θ) = p, ũ (−∞, θ) = ϕ(in) (θ) ;

(3.3)


∂ũ

∂τ
= Φ,

∂Φ

∂τ
= f (ex) (ũ, θ, 0) , τ > 0, 0 ≤ θ < T ;

ũ (0, θ) = p, ũ (+∞, θ) = ϕ(ex) (θ) .

(3.4)

Здесь введены обозначения

f (in,ex) (ũ, θ, 0) := f (in,ex) (ũ, x(0, θ), y(0, θ), 0) ;

ϕ(in,ex) (θ) := ϕ(in,ex) (x(0, θ), y(0, θ)) .

(3.5)

При каждом значении параметра θ ∈ [0;T ] на фазовой плоскости

(ũ,Φ) точки
(
ϕ(in) (θ) , 0

)
и
(
ϕ(ex) (θ) , 0

)
являются точками покоя типа

седел, соответственно, систем (3.3) и (3.4) в силу условий (А2) и (А3),

причем, в силу этих же условий существует сепаратриса

Φ(in) = −

√√√√√2

ũ∫
ϕ(in)(θ)

f (in) (u, θ, 0) du , (3.6)

входящая в седло
(
ϕ(in) (θ) , 0

)
при τ → −∞, а также сепаратриса

Φ(ex) = −

√√√√√2

ũ∫
ϕ(ex)(θ)

f (ex) (u, θ, 0) du , (3.7)

входящая в седло
(
ϕ(ex) (θ) , 0

)
при τ → +∞.
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Введем функции

H(in,ex) (p, θ) :=

p∫
ϕ(in,ex)(θ)

f (in,ex) (u, θ, 0) du,

H (p, θ) = H(in) (p, θ)−H(ex) (p, θ) .

В силу условия (А3) функция H(p, θ) определена при всех

p ∈ [ϕ(ex) (θ) , ϕ(in) (θ)].

Для существования у задачи (3.2) решения с внутренним переход-

ным слоем необходимо потребовать выполнение следующего условия.

(А4) Пусть существует функция p0 (θ) – решение уравнения H (p, θ) = 0,

удовлетворяющая при каждом θ ∈ [0;T ] неравенствам ϕ(ex) (θ) <

< p0 (θ) < ϕ(in) (θ) , причем выполняется условие

∂

∂p
H (p0 (θ) , θ) = f (in) (p0 (θ) , θ, 0)− f (ex) (p0 (θ) , θ, 0) < 0.

3.2 Построение асимптотического приближения ре-

шения.

Асимптотическое разложение решения задачи (3.2), содержащего внут-

ренний переходный слой, будем строить отдельно в каждой из областей

D̄(in) и D̄(ex):

U (x, y, ε) =


U (in) (x, y, ε) , если (x, y) ∈ D̄(in);

U (ex) (x, y, ε) , если (x, y) ∈ D̄(ex),

непрерывно сшивая эти разложения на кривой C0. Значение функции

U (x, y, ε) = U (θ, ε) на кривой C0 является неизвестным. Будем искать
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его в виде разложения

U (in) (θ, ε) = U (ex) (θ, ε) = p0 (θ) + εp1 (θ) + ..., (3.8)

коэффициенты которого будем определять из условий сшивания произ-

водных асимптотических разложений в областяхD(in) иD(ex) по нормали

n0 к кривой C0:
∂U (in)

∂n0

∣∣∣∣
C0

=
∂U (ex)

∂n0

∣∣∣∣
C0

. (3.9)

Функцию U (in) (x, y, ε) будем искать в виде суммы двух слагаемых:

U (in) (x, y, ε) = ū(in) (x, y, ε) +Q(in) (τ, θ, ε) , (3.10)

где ū(in) (x, y, ε) – регулярная часть разложения, Q(in) (τ, θ, ε) – функция,

описывающая переходный слой.

Для описания поведения решения в окрестности кривой ∂D введем

локальные координаты (r1, l) и растянутую переменную η =
r1

ε
, где r1

- расстояние от кривой ∂D до точки в окрестности этой кривой вдоль

внутренней нормали к ней, а l - параметр кривой ∂D, l ∈ [0, T1].

Функцию U (ex) (x, y, ε) будем искать в виде суммы трех слагаемых:

U (ex) (x, y, ε) = ū(ex) (x, y, ε) +Q(ex) (τ, θ, ε) +R (η, l, ε) . (3.11)

Здесь ū(ex) и Q(ex) соответственно, регулярные функции и функции

переходного слоя, R (η, l, ε) – функция, описывающая пограничный слой

в окрестности кривой ∂D.

Каждую из функций в (3.10) и (3.11) будем искать в виде разложения
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по степеням малого параметра ε:

ū(in,ex) (x, y, ε) = ū
(in,ex)
0 (x, y) + εū

(in,ex)
1 (x, y) + ... ; (3.12)

Q(in,ex) (τ, θ, ε) = Q
(in,ex)
0 (τ, θ) + εQ

(in,ex)
1 (τ, θ) + ... ; (3.13)

R (η, l, ε) = R0 (η, l) + εR1 (η, l) + ... . (3.14)

3.3 Регулярная часть асимптотического приближе-

ния.

Регулярная часть асимптотического приближения определяется как ре-

шение уравнения

ε2∆xyū = f (ū, x, y, ε) .

Подставляя в это уравнение суммы (3.12) для функций ū(in,ex), рас-

кладывая функцию в правой части в ряд Тейлора по степеням малого

параметра и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε,

получим уравнения для определения функций ū(in,ex)
i (x, y) , i = 0, 1 . . . .

Главные регулярные члены асимптотического приближения являют-

ся решением вырожденного уравнения f (ū0, x, y, 0) = 0. С учетом вида

функции f , оговоренного в условии (А1), это уравнение можно записать

отдельно для каждой из областей D̄(in) и D̄(ex):

f (in)
(
ū(in), x, y, 0

)
= 0, (x, y) ∈ D̄(in);

f (ex)
(
ū(ex), x, y, 0

)
= 0, (x, y) ∈ D̄(ex).

Согласно условию (А2) решениями этих уравнений слева и справа

от кривой C0 являются соответственно, функции

ū
(in)
0 (x, y) = ϕ(in) (x, y) , ū

(ex)
0 (x, y) = ϕ(ex) (x, y) .
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Функции ū
(in,ex)
i (x, y) при i = 1, 2, ... определяются как решения

уравнений вида

f̄ (in,ex)
u (x, y) ū

(in,ex)
i (x, y) = h̄

(in,ex)
i (x, y),

которые однозначно разрешимы в силу условия (А3). Здесь введены обо-

значения

f̄ (in,ex) (x, y) := f (in,ex)
(
ϕ(in,ex), x, y, 0

)
,

а функции h̄(in,ex)
i (x, y) известны на каждом i-м шаге и выражаются ре-

куррентно через функции ū(in,ex)
k , с индексами k = 0, 1, ..., i−1, например,

h̄
(in,ex)
1 (x, y, t) = −f (in,ex)

ε

(
ϕ(in,ex), x, y, 0

)
.

3.4 Функции переходного слоя.

В переменных (τ, θ) оператор Лапласа имеет вид:

∆τ,ε = ε−2 ∂
2

∂τ 2
+
∑
i=1

εi−2Li,

где Li– линейные дифференциальные операторы первого или второго

порядка, в частности, L1 = −K0 (θ)
∂

∂τ
, где K0 — кривизна кривой C0.

Запишем ещё оператор дифференцирования по направлению нормали к

кривой C0 в переменных (r, θ) и (τ, θ):

∂

∂n0
=

∂

∂r
=

1

ε

∂

∂τ
. (3.15)
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Функции Q(in,ex) (τ, θ, ε) определяются как решения уравнений

∂2Q(in,ex)

∂τ 2
+
∑
i=1

εiLi[Q
(in,ex)] =

= f (in,ex)
(
ū(in,ex) (x(ετ, θ), y(ετ, θ)) +Q(in,ex), x(ετ, θ), y(ετ, θ), ε

)
−

− f (in,ex)
(
ū(in,ex) (x(ετ, θ), y(ετ, θ)) , x(ετ, θ), y(ετ, θ), ε

)
. (3.16)

Подставляя в эти уравнения суммы (3.13), раскладывая функции в

правых частях в ряд Тейлора по степеням малого параметра и прирав-

нивая коэффициенты при одинаковых степенях ε, получаем задачи для

коэффициентов разложений (3.13).

Потребуем выполнения стандартного для функций переходного слоя

условий убывания на бесконечности:

Q
(in)
i (−∞, θ) = 0, Q

(ex)
i (+∞, θ) = 0, i = 0, 1, . . . .

Дополнительные условия при τ = 0 для функций Q(in,ex)
i (τ, θ) для

каждого i = 0, 1, ... получаются путем приравнивая коэффициентов при

εi в равенстве, выражащем условия непрерывного сшивания асимптоти-

ческих разложений на кривой C0 с учетом условия (3.8):

ϕ(in) (θ) + εū
(in)
1 (θ) + ...+Q

(in)
0 (0, θ) + εQ

(in)
1 (0, θ) + ... =

= ϕ(ex) (θ) + εū
(ex)
1 (θ) + ...+Q

(ex)
0 (0, θ) + εQ

(ex)
1 (0, θ) + ... =

= p0 (θ) + εp1 (θ) + . . . . (3.17)

Уравнения для функций pi (θ), коэффициентов ряда (3.8), получа-

ются из условий (3.9) сшивания производных асимптотических разложе-
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ний на кривой C0, которые с учетом разложений (3.12)-(3.13) а также

выражения (3.15) для оператора
∂

∂n0
принимают вид

∂ϕ(in)

∂r
(θ) + ε

∂ū
(in)
1

∂r
(θ) + ...+

1

ε

∂Q
(in)
0

∂τ
(0, θ) +

∂Q
(in)
1

∂τ
(0, θ) + ... =

=
∂ϕ(ex)

∂r
(θ) + ε

∂ū
(ex)
1

∂r
(θ) + ...+

1

ε

∂Q
(ex)
0

∂τ
(0, θ) +

∂Q
(ex)
1

∂τ
(0, θ) + . . . .

(3.18)

3.4.1 Функции переходного слоя нулевого порядка

Функции Q(in,ex)
0 (τ, θ) определяются как решения уравнений

∂2Q
(in,ex)
0

∂τ 2
= f (in,ex)

(
ϕ(in,ex) (θ) +Q

(in,ex)
0 , 0, θ, 0

)
. (3.19)

(Здесь использованы обозначения (3.5).)

Уравнение для функции Q(in)
0 рассматривается при τ ∈ (−∞; 0), а

для функции Q(ex)
0 – при τ ∈ (0; +∞). Приравнивая коэффициенты при

ε = 0 в условии сшивания (3.17), получаем следующие дополнительные

условия для функций Q(in,ex)
0 при τ = 0:

ϕ(in) (θ) +Q
(in)
0 (0, θ) = ϕ(ex) (θ) +Q

(ex)
0 (0, θ) = p0 (θ) . (3.20)

Потребуем еще выполнения условий убывания на бесконечности:

Q
(in,ex)
0 (∓∞, θ) = 0. (3.21)

Введем обозначения

ũ(in,ex) (τ, θ) = ϕ(in,ex) (θ)+Q
(in,ex)
0 (τ, θ) , Φ(in,ex) (τ, θ) =

∂ũ(in,ex)

∂τ
. (3.22)
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и перепишем задачи (3.19)-(3.21) с использованием этих обозначений:

∂2ũ(in)

∂τ 2
= f (in)

(
ũ(in), θ, 0

)
, τ < 0;

∂2ũ(ex)

∂τ 2
= f (ex)

(
ũ(ex), θ, 0

)
, τ > 0;

ũ(in,ex) (0, θ) = p0 (θ) , ũ(in,ex) (∓∞, θ) = ϕ(in,ex) (θ) .

(3.23)

Задачам для функций ũ(in) (τ, θ) и ũ(ex) (τ, θ) эквивалентны системы

уравнений (3.3) и (3.4), соответственно, поэтому каждая из этих задач

разрешима в силу условий (А2) и (А3), причем для функций ũ(in,ex) (τ, θ)

справедливы оценки [101]∣∣∣ũ(in,ex) (τ, θ)− ϕ(in,ex) (θ)
∣∣∣ < Ce−κ|τ |,

где C, κ – некоторые положительные постоянные, а функцииQ(in,ex)
0 (τ, θ)

при всех θ ∈ [0;T ] имеют следующие экспоненциальные оценки:∣∣∣Q(in,ex)
0 (τ, θ)

∣∣∣ < Ce−κ|τ |. (3.24)

Для функций Φ(in,ex) =
∂ũ(in,ex)

∂τ
можно получить выражения, аналогич-

ные (3.6) и (3.7):

Φ(in,ex) =
∂ũ(in,ex)

∂τ
= −

√√√√√√2

ũ(in,ex)∫
ϕ(in,ex)(θ)

f (in,ex) (u, θ, 0) du. (3.25)

Последние равенства представляют собой дифференциальные уравнения

для функций ũ(in,ex) (τ, θ), решая которые с условиями ũ(in,ex) (0, θ) =

p0 (θ), получим решения задач (3.23).

Выделяя слагаемые порядка ε−1 в условии C1 сшивания (3.18) с уче-

том обозначений (3.22) получим условие гладкого сшивания нулевого

приближения асимптотического разложения задачи (3.2):

Φ(in) (0, θ) = Φ(ex) (0, θ) . (3.26)
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Введем обозначение

Φ (θ) := Φ(in) (0, θ) = Φ(ex) (0, θ) .

Подставляя в (3.26) выражения (3.25) и используя условие при τ = 0

задачи (3.23), получим равенство

Φ−1 (θ)H (p0 (θ) , θ) = 0,

которое выполняется в силу условия (А4). Тем самым, гладкое асимпто-

тическое приближение нулевого порядка задачи (3.2) построено.

3.4.2 Функции переходного слоя первого порядка

Для краткости введем обозначения

f̃ (in,ex) (τ, θ) := f (in,ex)
(
ũ(in,ex) (τ, θ) , θ, 0

)
,

f̄ (in,ex) (θ) := f (in,ex)
(
ϕ(in,ex) (θ) , θ, 0

)
,

ū
(in,ex)
i (θ) := ū

(in,ex)
i (x(0, θ), y(0, θ)), i = 1, 2, . . . .

Приравнивая коэффициенты при ε1 в уравнениях (3.16) и усло-

вии непрерывности (3.17), получим следующие задачи для определения

функций Q(in,ex)
1 (τ, θ):

∂2Q
(in,ex)
1

∂τ 2
− f̃ (in,ex)

u (τ, θ)Q
(in,ex)
1 = f

(in,ex)
1 (τ, θ) ,

Q
(in,ex)
1 (0, θ) + ū

(in,ex)
1 (θ) = p1 (θ) , Q

(in,ex)
1 (∓∞, θ) = 0.

(3.27)

Здесь

f
(in,ex)
1 (τ, θ) = K0(θ)

∂Q
(in,ex)
0

∂τ
+ f̃ (in,ex)

u (τ, θ) ū
(in,ex)
1 (θ) +

+
(
f̃ (in,ex)
u (τ, θ)− f̄ (in,ex)

u (θ)
) ∂ϕ(in,ex)

∂r
(θ) τ+

+
(
f̃ (in,ex)
r (τ, θ)− f̄ (in,ex)

r (θ)
)
τ + f̃ (in,ex)

ε (τ, θ) .

55



Решения задач (3.27) можно выписать в явном виде:

Q
(in,ex)
1 (τ, θ) =

(
p1 (θ)− ū(in,ex)

1 (θ)
)

(Φ (θ))−1Φ(in,ex) (τ, θ) +

+ Φ(in,ex) (τ, θ)

τ∫
0

(
Φ(in,ex) (η, θ)

)−2
η∫

∓∞

Φ(in,ex) (σ, θ) f
(in,ex)
1 (σ, θ) dσdη.

(3.28)

По своему построению функции f
(in,ex)
1 (τ, θ) имеют экспоненциальные

оценки типа (3.24). Нетрудно показать [28], что аналогичные оценки

справедливы и для функций Q(in,ex)
1 (τ, θ).

Приравнивая коэффициенты при ε0 в условии C1 сшивания (3.18),

получаем следующее уравнение:

∂ϕ(in)

∂r
(θ) +

∂Q
(in)
1

∂τ
(0, θ) =

∂ϕ(ex)

∂r
(θ) +

∂Q
(ex)
1

∂τ
(0, θ) . (3.29)

Выпишем выражения для производных функций Q(in,ex)
1 (τ, θ) при τ = 0

, используя их явный вид (3.28)

∂Q
(in,ex)
1

∂τ
(0, θ) =

(
p1 (θ)− ū(in,ex)

1 (θ)
)

(Φ (θ))−1×

× f (in,ex) (p0 (θ) , θ, 0) + (Φ (θ))−1

0∫
∓∞

Φ(in,ex) (τ, θ) f
(in,ex)
1 (τ, θ) dτ .

Подставив эти выражения в (3.29) и проведя некоторые преобразования,

получим следующее уравнение для функции p1 (θ) :

p1 (θ) (Φ (θ))−1∂H

∂p
(p0 (θ) , θ) = G1 (θ) . (3.30)

где функция H (p, θ) определена в условии (А4),

G1 (θ) =
∂ϕ(ex)

∂r
(θ)− ∂ϕ(in)

∂r
(θ) + (Φ (θ))−1×

×
0∫

+∞

Φ(ex) (τ, θ)F
(ex)
1 (τ, θ) dτ − (Φ (θ))−1

0∫
−∞

Φ(in) (τ, θ)F
(in)
1 (τ, θ) dτ
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и введено обозначение F
(in,ex)
1 (τ, θ) = f

(in,ex)
1 (τ, θ) −

f̃
(in,ex)
u (τ, θ) ū

(in,ex)
1 (θ) .

Уравнение (3.30) однозначно разрешимо относительно p1(θ) в силу

условия (А4).

3.4.3 Функции переходного слоя произвольного порядка

Функции Q(in,ex)
k (τ, θ) k = 2, 3, ... определяются как решения следующих

задач:
∂2Q

(in,ex)
k

∂τ 2
− f̃ (in,ex)

u (τ, θ)Q
(in,ex)
k = f

(in,ex)
k (τ, θ) ,

Q
(in,ex)
k (0, θ) + ū

(in,ex)
k (θ) = pk (θ) , Q

(in,ex)
k (∓∞, θ) = 0,

(3.31)

где f (in,ex)
k (τ, θ) - известные функции. Решения этих задач можно выпи-

сать в явном виде по аналогии с (3.28). Для функций Q(in,ex)
k (τ, θ) имеют

место экспоненциальные оценки типа (3.24).

Приравнивая коэффициенты при εk−1 в условии C1 сшивания (3.18),

после преобразований получаем уравнение для определения функции

pk (θ):

pk (θ) (Φ (θ))−1∂H

∂p
(p0, (θ) θ) = Gk (θ) ,

где Gk (θ) известные функции.

3.4.4 Функции пограничного слоя

Коэффициенты Ri (η, l) разложений (3.14) функций пограничного слоя

строятся стандартным образом (см. [28]). Члены нулевого порядка этих

разложений равны нулю, что характерно для задачи Неймана. Функции

Ri, i = 1, 2, . . . экспоненциально убывают при η → +∞.
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3.5 Асимптотическое приближение решения

Если потребовать достаточной гладкости функций f (in,ex) (u, x, y, ε) , то

с помощью описанного в пункте 1.4 алгоритма можно найти коэффи-

циенты разложений (3.12)-(3.14) до произвольного порядка k. Составим

суммы

U
(in)
k (x, y, ε) =

k∑
i=0

εi
(
ū

(in)
i (x, y) +Q

(in)
i (τ, θ)

)
,

(x, y) ∈ D̄(in), τ ≤ 0;

U
(ex)
k (x, y, ε) =

k∑
i=0

εi
(
ū

(ex)
i (x, y) +Q

(ex)
i (τ, θ) +Ri (η, l)

)
,

(x, y) ∈ D̄(ex), τ ≥ 0.

(3.32)

Положим

Uk (x, y, ε) =


U

(in)
k (x, y, ε) , (x, y) ∈ D̄(in);

U
(ex)
k (x, y, ε) , (x, y) ∈ D̄(ex).

Функции Uk (x, y, ε) по своему построению удовлетворяют уравнению

(3.2) с точностью O
(
εk+1

)
в области D за исключением кривой C0, на ко-

торой функция Uk (x, y, ε) не является гладкой. На кривой ∂D функции

Uk (x, y, ε) удовлетворяют краевым условиям задачи (3.2) точно.

3.6 Cуществование решения эллиптической задачи

Теорема 3.6.1 При выполнении условий (А1)-(А4) при достаточно

малом ε > 0 существует функция u (x, y, ε), являющаяся решением за-

дачи (3.2) в смысле определения 3.1.2, для которого функция Un (x, y, ε)
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является равномерным в D̄ асимптотическим приближением с точ-

ностью порядка O
(
εn+1

)
, то есть выполняется равенство

|u (x, y, ε)− Un (x, y, ε)| < Cεn+1,

где C – положительная константа.

Для доказательства этой теоремы используем теорему о дифферен-

циальных неравенств [84].

Определим функции β (x, y, ε) и α (x, y, ε) – верхнее и нижнее ре-

шения задачи (3.2). Согласно [84], эти функции должны удовлетворять

следующим условиям:

a) Функция β (x, y, ε) и α (x, y, ε) непрерывны всюду в области D̄.

б) При достаточно малых ε функции β (x, y, ε) и α (x, y, ε) удовлетво-

ряют следующей системе неравенств:

1) Упорядоченность верхнего и нижнего решений:

α (x, y, ε) < β (x, y, ε) , (x, y) ∈ D̄.

2) Действие оператора в уравнении (3.2) на верхнее и нижнее ре-

шение:

∆β−f (β, x, y, ε) ≤ 0 ≤ ∆α−f (α, x, y, ε) при (x, y) ∈ (D\C0) .

3) Условия на границе:

∂β

∂n

∣∣∣∣
∂D

≤ u0 (S) ≤ ∂α

∂n

∣∣∣∣
∂D
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для всех точек S (x, y), лежащих на границе ∂D (n – внутрен-

няя нормаль к кривой ∂D ).

Из работ [54], [60], [84] следует, что существование определенных та-

ким образом верхнего и нижнего решений, обеспечивает существование

решения задачи (3.2) в смысле определения 3.1.2.

Отметим, что доказательство теорем сравнения в [54, 60, 84] прове-

дено в предположении гладкости верхнего и нижнего решений. В нашем

случае этот результат можно обобщить, используя верхние и нижние ре-

шения, не гладкие вдоль кривой C0, если потребовать выполнения сле-

дующего условия на скачок нормальных производных на этой кривой:

4) Скачок производных верхнего и нижнего решений по нормали к

кривой C0 :

∂β

∂r

∣∣∣∣
r=−0

≥ ∂β

∂r

∣∣∣∣
r=+0

,
∂α

∂r

∣∣∣∣
r=−0

≤ ∂α

∂r

∣∣∣∣
r=+0

, θ ∈ [0, T ].

Поэтому для доказательства сформулированной выше теоремы до-

статочно построить функции β (x, y, ε) и α(x, y, ε), удовлетворяющие

неравенствам 1)-4) и обладающие достаточной асимптотической точно-

стью.

Функция β (x, y, ε) строится отдельно в каждой из подобластей D̄(in)

и D̄(ex) и представляет собой модификацию построенной формальной
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асимптотики (3.32):

β (x, y, ε) =



β(in) (x, y, ε) = U
(in)
n+1 + εn+1

(
µ+ q(in) (τ, θ)

)
,

(x, y) ∈ D̄(in), τ ≤ 0, θ ∈ [0;T ];

β(ex) (x, y, ε) = U
(ex)
n+1 + εn+1

(
µ+ q(ex) (τ, θ) +Rβ(η, l)

)
,

(x, y) ∈ D̄(ex), τ ≥ 0, θ ∈ [0;T ], η ≥ 0, l ∈ [0;T1].

(3.33)
Здесь U (in,ex)

n+1 — суммы (3.32) при k = n+1; положительная констан-
та µ подбирается таким образом, чтобы дифференциальные неравенства
1) и 2) выполнялись вдали от кривой C0, функция Rβ(η, l) строится стан-
дартным образом (см., например, [23]), чтобы в условии 3) выполнялось
равенство, а функции q(in,ex) (τ, θ) вводятся для устранения невязок, воз-
никающих в окрестности кривой C0, в результате добавления к асимпто-
тическому приближению величины µ, а также для выполнения условия
упорядоченности 1). Эти функции находятся как решения краевых за-
дач

∂2q(in,ex)

∂τ2
− f̃ (in,ex)u (τ, θ) q(in,ex) − µ ·

(
f̃ (in,ex)u (τ, θ)− f̄ (in,ex)u (θ)

)
+ d · e−κ|τ | = 0,

q(in,ex) (0, θ) + µ = δ; q(in,ex) (∓∞, θ) = 0.

(3.34)

Здесь δ, d и κ – положительные величины, которые подбираются
таким образом, чтобы для функции β (x, y, ε) выполнялись дифферен-
циальные неравенства 1) и 4). Решения задач (3.34) можно выписать в
явном виде:

q(in)(τ, θ) = (δ − µ)(Φ(θ))−1Φ(in)(τ, θ)− Φ(in)(τ, θ)×

×
0∫
τ

(Φ(in)(η, θ)−2
η∫
−∞

Φ(in)(σ, θ)
(
µ · f̃ (in)u (σ, θ)− µ · f̄ (in)u (θ)− d · eκσ

)
dσdη, τ ≤ 0;

q(ex)(τ, θ) = (δ − µ)(Φ(θ))−1Φ(ex)(τ, θ)− Φ(ex)(τ, θ)×

×
τ∫
0

(Φ(ex)(η, θ)−2
+∞∫
η

Φ(ex)(σ, θ)
(
µ · f̃ (ex)u (σ, θ)− µ · f̄ (ex)u (θ)− d · e−κσ

)
dσdη, τ ≥ 0.
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Для этих функций справедливы экспоненциальные оценки типа

(3.24). Выберем положительную величину δ достаточно большой, чтобы

выполнялось неравенство δ − µ > 0, а постоянные d и κ таким образом,

чтобы выполнялись неравенства

µ · f̃ (in)
u (σ, θ)− µ · f̄ (in)

u (θ)− d · eκσ < 0, при τ ≤ 0,

µ · f̃ (ex)
u (σ, θ)− µ · f̄ (ex)

u (θ)− d · e−κσ < 0, при τ ≥ 0,

то есть, величину d следует выбрать достаточно большой, а κ – доста-

точно малой, чтобы была справедлива оценка∣∣∣f̃ (in,ex)
u (σ, θ)− f̄ (in,ex)

u (θ)
∣∣∣ ≤ de−κ|τ |.

Заметим, что такая оценка имеет место в силу (3.24).

При указанном выборе констант δ, d и κ функции q(in,ex) (τ, θ) при-

нимают строго положительные значения в областях D̄(in) и D̄(ex), соот-

ветственно.

Функция α (x, y, ε) – нижнее решение задачи (3.2) – имеет вид

α (x, y, ε) =



α(in) (x, y, ε) = U
(in)
n+1 − εn+1

(
µ+ q(in) (τ, θ)

)
,

(x, y) ∈ D̄(in), τ ≤ 0, θ ∈ [0;T ];

α(ex) (x, y, ε) = U
(ex)
n+1 − εn+1

(
µ+ q(ex) (τ, θ) +Rα(η, l)

)
,

(x, y) ∈ D̄(ex), τ ≥ 0, θ ∈ [0;T ], η ≥ 0, l ∈ [0;T1].

(3.35)

Покажем, что для функций β (x, y, ε) и α (x, y, ε) выполняются нера-

венства 1)-4). Запишем разность β (x, y, ε)−α (x, y, ε) в каждой из обла-
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стей D̄(in) и D̄(ex):

β(in,ex) (x, y, ε)− α(in,ex) (x, y, ε) = εn+1
(

2µ+ 2q(in,ex) (τ, θ)
)
.

Выражения справа строго положительны, поскольку положительна кон-

станта µ и функции q(in,ex) (τ, θ) в областях D̄(in) и D̄(ex), соответственно.

Таким образом, неравенство 1) выполнено всюду в D̄.

Покажем выполнение неравенства 2) на примере верхнего решения.

Из способа построения верхнего решения следует равенство

ε2∆xyβ
(in,ex) − f (in,ex)

(
β(in,ex), x, y, ε

)
=

= −εn+1
(
µ · f̄ (in,ex)

u (θ) + d · e−κ|τ |
)

+O
(
εn+2

)
.

Величины f̄
(in,ex)
u (θ) положительны согласно условию (А3), поэтому вы-

ражение в правой части при достаточно малом ε будет отрицательным, и

тем самым неравенство 2) для верхнего решения будет выполнено. Ана-

логично доказывается выполнение неравенства 2) для нижнего решения.

Функции Rβ(η, l) и Rα(η, l) удовлетворяют однородным уравнениям

и экспоненциально убывают при η → +∞. Краевые условия на грани-

це ∂D для этих функций ставятся таким образом, чтобы в условии 3)

выполнялось равенство.

Проверим выполнение неравенства 4) для верхнего решения. Для

разности производных верхнего решения по направлению нормали к кри-

вой C0 слева и справа от этой кривой справедливо выражение

∂β

∂r

∣∣∣∣
r=−0

− ∂β

∂r

∣∣∣∣
r=+0

= εn
(
∂q(in)

∂τ
(0, θ)− ∂q(ex)

∂τ
(0, θ)

)
. (3.36)

Используя явный вид (3.6) для функций q(in,ex) (τ, θ), можно выписать
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выражения для производных этих функций при τ = 0:

∂q(in,ex)

∂τ
(0, θ) = δ(Φ (θ))−1f (in,ex) (p0 (θ) , θ, 0)−

− µ · (Φ (θ))−1f̄ (in,ex)u (θ) ·
(
p0 (θ)− ϕ(in,ex)

)
− d · (Φ(θ))−1

0∫
∓∞

Φ(in,ex)(τ, θ) · e−κ|τ |dτ. (3.37)

Подставляя эти выражения в правую часть равенства (3.36), полу-

чаем

∂β

∂r

∣∣∣∣
r=−0

− ∂β

∂r

∣∣∣∣
r=+0

= εnδ(Φ (θ))−1∂H

∂p
(p0 (θ) , θ)−

−εnµ · (Φ (θ))−1
(
f̄ (in)
u (θ) ·

(
p0 (θ)− ϕ(in)

)
− f̄ (ex)

u (θ) ·
(
p0 (θ)− ϕ(ex)

))
−

− εnd · (Φ(θ))−1

 0∫
−∞

Φ(in)(τ, θ) · eκτdτ −
0∫

+∞

Φ(ex)(τ, θ) · e−κτdτ

 . (3.38)

Здесь H (p, θ) - функция, определенная в условии (А4).

Выбирая положительную величину δ достаточно большой, можно

добиться того, чтобы выражение в правой части оказалось положитель-

ным, поскольку

Φ (θ) < 0 (см. (3.25)), и
∂H

∂p
(p0 (θ) , θ) < 0 , согласно условию (А4).

Неравенство 4) для нижнего решения проверяется аналогично. Со-

гласно [60, 84] существование верхнего и нижнего решений обеспечивает

существование решения задачи (3.2) в смысле определения 3.1.2 и вы-

полняются неравенства.

α(x, y, ε) ≤ u(x, y, ε) ≤ β(x, y, ε). (3.39)

Из этих неравенств и структуры верхнего и нижнего решений стандарт-

ным образом следует оценка теоремы.

64



3.7 Асимптотическая устойчивость и локальная

единственность стационарного решения

Докажем существование и единственность решения задачи (3.1) для лю-

бой начальной функции, лежащей в интервале

α1(x, y, ε) ≤ vinit(x, y, ε) ≤ β1(x, y, ε). (3.40)

Для этого также используем метод дифференциальных неравенств, тре-

бующий построения верхнего и нижнего решений задачи (3.1).

Определение 3.7.1 Непрерывные функции β̂(x, y, t, ε) и α̂(x, y, t, ε) на-

зываются, соответственно, верхним и нижним решениями задачи

(3.1), если для них выполняется следующая система неравенств:

10 α̂(x, y, t, ε) ≤ β̂(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ DT ;

20

ε2∆β̂ − ∂β̂

∂t
− f(β̂, x, y, t, ε) ≤ 0 ≤

≤ ε2∆α̂− ∂β̂

∂t
− f(α̂, x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D(in,ex)

T ;

30 ∂α̂

∂n
(x, y, t, ε) ≤ u0(x, y) ≤ ∂β̂

∂n
(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ ∂D × [0, T ];

40

∂β̂

∂r
(x(−0, θ), y(−0, θ), t, ε) ≥ ∂β̂

∂r
(x(+0, θ), y(+0, θ), t, ε),

∂α̂

∂r
(x(−0, θ), y(−0, θ), t, ε) ≤ ∂α̂

∂r
(x(+0, θ), y(+0, θ), t, ε), t ∈ [0, T ].
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Используя метод доказательства, приведенный в [55], можно получить

следующий результат: для любой начальной функции, для которой спра-

ведливы неравенства

α̂(x, y, 0, ε) ≤ vinit(x, y, ε) ≤ β̂(x, y, 0, ε), (3.41)

решение v(x, y, t) задачи (3.1), существует, единственно и в каждый мо-

мент времени заключено между верхним и нижним решениями:

α̂(x, y, t, ε) ≤ v(x, y, t) ≤ α̂(x, y, t, ε). (3.42)

Стоит отметить, что доказательство аналогичного утверждения в

[55] проводится на основании принципа максимума для функций, два-

жды непрерывно дифференцируемых по пространственным координа-

там. Для того, чтобы обобщить это доказательство на функции из класса

C1,1(DT ), следует применить теорему о принципе максимума для этого

класса функций [85, 86]. Для не гладких верхнего и нижнего решений,

удовлетворяющих строгим неравенствам 40, доказательство можно про-

вести, используя следующую лемму.

Лемма. Пусть для функции z(x, y, t, ε) ∈ C(DT ) ∩ C2,1
(
D

(in)
T ∪D(ex)

T

)
при некотором c̄ > 0 выполняются условия:

ε2∆z − ∂z

∂t
− c̄z ≤ 0, (x, y, t) ∈ D(in)

T ∪D(ex)
T ,

∂z

∂n0
(x(−0, θ), y(−0, θ), t, ε) ≥ ∂z

∂n0
(x(+0, θ), y(+0, θ), t, ε)), t ∈ [0;T ](3.43)

∂z

∂n
(x, y, t, ε) ≥ 0, (x, y, t) ∈ ∂D × [0, T ]. (3.44)

Тогда z(x, y, t, ε) ≥ 0, (x, t) ∈ DT .

Доказательство. Предположим, что функция z(x, y, t, ε) достига-

ет отрицательного минимума в точке (x̃, ỹ, t̃) ∈ DT . В силу неравенства
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(3.44) это не может быть точка границы ∂D. Если точка (x̃, ỹ) – внутрен-

няя точка DT , не лежащая на кривой C0, утверждение леммы следует

из классического принципа максимума для параболических уравнений

[55, 106].

Если минимум функции z(x, y, t, ε) достигается в точке

(x̂(θ̃), ŷ(θ̃)) ∈ C0, то в этой точке выполняются неравенства
∂z

∂r
(x(−0, θ), y(−0, θ), t, ε) ≤ 0,

∂z

∂r
(x(+0, θ), y(+0, θ), t, ε) ≥ 0. Ес-

ли хотя бы одно из этих неравенств строгое, то они противоречат

неравенствам (3.43).

Если
∂z

∂r
(x(−0, θ), y(−0, θ), t, ε) =

∂z

∂r
(x(+0, θ), y(+0, θ), t, ε) = 0, то

утверждение леммы следует из

∇z(x(−0, θ), y(−0, θ), t, ε) = ∇z(x(+0, θ), y(+0, θ), t, ε) = 0,

тогда к противоречию можно прийти, используя схему доказательства

принципа максимума, приведенную в [86] для функций из класса C1.

Итак, функция z(x, y, t, ε) не может достигать отрицательного ми-

нимума в DT , откуда следует утверждение леммы.
Не сложно проверить, аналогично тому, как это было сделано в главе

2, что условия 10-40 выполняются, если выбрать функции β̂(x, y, t, ε) и
α̂(x, y, t, ε) следующим образом:

β̂(x, y, t, ε) =


β̂(in)(x, y, t, ε) = u(x, y) +

(
β
(in)
1 (x, y, ε)− u(x, y)

)
e−ελt, (x, y, t) ∈ D(in)

T ,

β̂(+)(x, y, t, ε) = u(x, y) +
(
β
(ex)
1 (x, y, ε)− u(x, y)

)
e−ελt, (x, y, t) ∈ D(ex)

T ;

(3.45)

α̂(x, y, t, ε) =


α̂(in)(x, y, t, ε) = u(x, y) +

(
α
(in)
1 (x, y, ε)− u(x, y)

)
e−ελt, (x, y, t) ∈ D(in)

T ,

α̂(ex)(x, y, t, ε) = u(x, y) +
(
α
(ex)
1 (x, y, ε)− u(x, y)

)
e−ελt, (x, y, t) ∈ D(ex)

T ,

где β(in,ex)
1 (x, y, ε), α

(in,ex)
1 (x, y, ε) – функции из (3.33), построенные с

использованием асимптотического приближения первого порядка, λ –
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положительная постоянная. Таким образом, существование и единствен-

ность решения задачи (3.1) для любой начальной функции, удовлетво-

ряющей неравенствам (3.40) и, следовательно, (3.41) следует из того, что

существуют верхнее и нижнее решения (3.45). Из вида (3.45) верхнего и

нижнего решений параболической задачи, а также из неравенств (3.42)

и неравенства (3.39), выполненного для решения стационарной задачи,

следует предельное равенство

lim
t→∞
|v(x, y, t)− u(x, y)| = 0.

Из этого равенства и единственности решения v(x, y, t), следует локаль-

ная единственность стационарного решения u(x, y) – решения задачи

(3.2) из промежутка (3.39) и его асимптотическая устойчивость. Тем са-

мым доказана следующая теорема.

Теорема 3.7.1 При выполнении условий A.1-A.5 при достаточно ма-

лых ε стационарное решение u(x, y) задачи (3.1) локально единственно

как решение задачи (3.2) и асимптотически устойчиво по Ляпунову с

областью устойчивости по крайней мере [α1(x, y, ε); β1(x, y, ε)].

3.8 Пример

В качестве примера рассмотрим следующую задачу:
ε2∆u = f (u, x, y) , x2 + y2 < 16,

∂u

∂n

∣∣∣∣
x2+y2=16

= 0;
(3.46)
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f (u, x, y) =


u−

(
x2 + y2

)
, x2 + y2 < 4,

u− 1

x2 + y2
, 4 < x2 + y2 < 16.

(3.47)

f (u, x, y) – функция, претерпевающая разрыв первого рода на по-

верхности цилиндра (u, x, y) =
{
R; x2 + y2 = 4

}
.

В рассматриваемом примере кривой C0 является окружность x2 +

y2 = 4., уравнение которой в полярных координатах имеет вид ρ0 =

2; 0 ≤ θ < 2π.

Решая уравнение u−(x2 +y2) = 0 внутри круга x2 +y2 < 4, получим

ϕ(in) (x, y) = x2 + y2. Решение уравнения u− 1

x2 + y2
= 0 в кольце

4 < x2 + y2 < 16 дает ϕ(ex) (x, y) =
1

x2 + y2
.

На окружности C0 выполнены равенства ϕ(in) (θ) = 4, ϕ(ex) (θ) = 1
4 ,

тем самым неравенство ϕ(in) (θ) > ϕ(ex) (θ) из условия (А2) оказывается

выполненым.

Условие (А3) также выполнено, поскольку fu = 1 > 0.

С учетом выражений для функций ϕ(in,ex) перепишем функцию

f (u, x, y) в следующем виде:

f (u, x, y) =


u− ϕ(in) (x, y) , x2 + y2 < 4,

u− ϕ(ex) (x, y) , 4 < x2 + y2 < 16.

Найдем функцию H (p, θ) из условия (А4):

H (p, θ) =

p∫
ϕ(in)(θ)

(
u− ϕ(in) (θ)

)
du−

p∫
ϕ(ex)(θ)

(
u− ϕ(ex) (θ)

)
du =

= −
(
ϕ(in) (θ)− ϕ(ex) (θ)

)
p+

1

2

((
ϕ(in) (θ)

)2

−
(
ϕ(ex) (θ)

)2
)

= −15

4
p+

255

32
.
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Уравнение H (p0, θ) = 0 дает значение

p0 =
1

2

(
ϕ(in) (θ) + ϕ(ex) (θ)

)
=

17

8
, 0 ≤ θ < 2π.

При этом
∂

∂p
H (p0, θ) = −

(
ϕ(in) (θ)− ϕ(ex) (θ)

)
= −15

4
< 0. Тем

самым условие (А4) оказывается выполненым.

Для функций регулярной части асимптотики 0 и 1 порядков полу-

чаем выражения.

ū0(x, y) =


x2 + y2, x2 + y2 < 4,

1

x2 + y2
, 4 < x2 + y2 < 16;

ū1(x, y) = 0, x2 + y2 ≤ 16.

В окрестности окружности C0 перейдем от переменных (x, y) к (τ, θ)

согласно формулам x = 2 cos θ − ετ cos θ; y = 2 sin θ − ετ sin θ.

Задачи (3.19)-(3.21) в случае рассматриваемого примера имеют вид:
∂2Q

(in,ex)
0

∂τ 2
= Q

(in,ex)
0 ,

Q
(in,ex)
0 (0, θ) = p0 − ϕ(in,ex) (θ) ; Q

(in,ex)
0 (∓∞, θ) = 0.

Выпишем их решения, подставив значения p0 и ϕ(in,ex) (θ):

Q
(in)
0 (τ, θ) = −15

8
eτ , Q

(ex)
0 (τ, θ) =

15

8
e−τ .

Функции переходного слоя первого порядка определяются из задач

вида (3.27): 
∂2Q

(in,ex)
1

∂τ 2
−Q(in,ex)

1 =
1

2

∂Q
(in,ex)
0 (τ, θ)

∂τ
,

Q
(in,ex)
1 (0, θ) = p1; Q

(in,ex)
1 (∓∞, θ) = 0.

Здесь использовано значение K0 (θ) =
1

2
, кривизны окружности C0 ра-

диуса 2.
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Функции Q(in,ex)
1 имеют вид:

Q
(in,ex)
1 (τ, θ) =

(
−15

32
τ + p1

)
e±τ .

Из уравнения (3.30) получаем p1 = −17
8 .

3.9 Результаты численного эксперимента

Численный эксперимент производился в программе "Wolfram

Mathematica 10.0". Для решения краевой задачи (3.46) использовался

метод стационирования [102]. Численный эксперимент иллюстрирует

хорошее совпадение асимптотического приближения первого порядка

решения задачи (3.2) и численного решения этой задачи. В частности,

это означает, что при расчетах методом стационирования в прикладных

задачах такого типа в качестве начального приближения целесообразно

использовать асимптотическое приближение решения задачи, алгоритм

построения которого приведен в главе.

Рис. 3.1: Асимптотическое разложе-

ние нулевого порядка.
Рис. 3.2: Численное решение задачи.
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Глава 4

Решение вида контрастной структуры

параболической задачи

реакция-диффузия в среде с

разрывными характеристиками

При подготовке данной главы диссертации использована публикация [36]

автора, в которой, согласно Положению о присуждении ученых степеней

в МГУ, отражены основные результаты, положения и выводы исследо-

вания.

Рассматривается уравнение типа реакция-диффузия в двумерной об-

ласти, содержащей границу раздела сред с различными характеристи-

ками, вдоль которой реактивное слагаемое терпит разрыв первого ро-

да. Предполагается, что граница раздела сред и функции, описывающие

реакции, периодически изменяются во времени. Изучается вопрос о су-

ществовании устойчивого периодического решения задачи с внутренним

переходным слоем.
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4.1 Постановка задачи

Исследуется вопрос о существовании периодического во времени гладко-

го решения с внутренним переходным слоем следующей краевой задачи

: 

ε2∆u− ε∂u
∂t

= f (u,M, t, ε) , M ∈ D, t ∈ R,

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂D

= u0 (S, t) , S ∈ ∂D,

u (M, t) = u (M, t+ T ) .

(4.1)

Здесь D – односвязная область на плоскости (x, y) с гладкой грани-

цей ∂D, ε–малый параметр, лежащий в интервале (0; ε0], n – нормаль

к кривой ∂D, внешняя по отношению к области D. Будем считать, что

в каждый момент времени t ∈ R существует простая замкнутая кривая

CT , целиком лежащая в области D, контур которой задается с помощью

гладких T-периодических функций

x = x̂(θ(t), t), y = ŷ(θ(t), t), t ∈ R,

где θ(t)– Т-периодическая непрерывная функция – параметр кривой.

Кривая CT делит область D на две части: D(in), ограниченную кри-

вой CT , и D(ex), ограниченную кривыми CT и ∂D. Будем считать, что

функция u0 (S, t) T-периодическая и непрерывная при S ∈ ∂D, t ∈ R.

Потребуем выполнения следующих условий:

(A1) Пусть функция f (u,M, t, ε) = f (u, x, y, t, ε) в правой части уравне-

ния (4.1) имеет вид:

f (u, x, y, t, ε) =


f (in) (u, x, y, t, ε) , если (x, y, t) ∈ D̄(in) × R;

f (ex) (u, x, y, t, ε) , если (x, y, t) ∈ D̄(ex) × R.
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Где f (in)(u, x, y, t, ε), f (ex)(u, x, y, t, ε) – достаточно гладкие

Т-периодические функции, определенные соответственно в областях

Iu × D̄(in) × R × (0; ε0] и Iu × D̄(ex) × R × (0; ε0], где Iu – допусти-

мый интервал изменения функции u, причем функция f (u, x, y, t, ε)

в каждый момент времени претерпевает разрыв первого рода на по-

верхности S (u, x, y) : {u ∈ Iu; (x, y) ∈ CT}, то есть

f (in) (u, x̂(θ(t), t), ŷ(θ(t), t), t, ε) 6=

6= f (ex) (u, x̂(θ(t), t), ŷ(θ(t), t), t, ε) , t ∈ R (4.2)

(А2) Пусть в области D̄(in) × R определена Т - периодическая функ-

ция u = ϕ(in) (x, y, t), являющаяся изолированным решением урав-

нения f (in) (u, x, y, t, 0) = 0, а в области D̄(ex) × R определена Т-

периодическая функция u = ϕ(ex) (x, y, t) , являющаяся изолирован-

ным решением уравнения f (ex) (u, x, y, t, 0) = 0, причем функции

ϕ(in,ex) (x, y, t) достаточно гладкие, и в каждый момент времени t на

кривой CT выполняется неравенство

ϕ(in) (x̂(θ(t), t), ŷ(θ(t), t), t) > ϕ(ex) (x̂(θ(t), t), ŷ(θ(t), t), t) , t ∈ R.

(А3) Пусть выполняются неравенства

f (in)
u

(
ϕ(in), x, y, t, 0

)
> 0, (x, y, t) ∈ D̄(in) × R и

f (ex)
u

(
ϕ(ex), x, y, t, 0

)
> 0, (x, y, t) ∈ D̄(ex) × R.

Будем исследовать вопрос о существовании у задачи (4.1) гладкого

периодического решения, близкого в каждый момент времени вне неко-

торой окрестности кривой CT к поверхности u = ϕ(in) (x, y, t) в области
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D(in) и к поверхности u = ϕ(ex) (x, y, t) в области D(ex), и резко изменяю-

щегося от ϕ(in) к ϕ(ex) в окрестности кривой CT . Для описания поведения

решения в окрестности кривой CT стандартным способом (см.[28]) перей-

дем к координатам (r, θ) :

x = x̂(θ, t)− r sinα, y = ŷ(θ, t) + r cosα.

Здесь α(θ) – угол между внутренней нормалью к кривой CT и осью y,

sinα =
ŷθ√

(ŷθ)
2 + (x̂θ)

2
, cosα =

x̂θ√
(ŷθ)

2 + (x̂θ)
2
; (4.3)

величина |r| – расстояние от точки M (x, y) из окрестности кривой CT

до этой кривой вдоль нормали к ней. Будем считать, что r < 0, если

M ∈ D(in); r > 0, если M ∈ D(ex); r = 0 , если M ∈ CT .
Введем растянутую переменную ξ =

r

ε
. Дифференциальный опера-

тор в левой части уравнения (4.1) в переменных (ξ, θ, t) принимает вид:

ε2∆ξθ − ε(v,∇εθ)− ε
∂

∂t
=

∂2

∂ξ2
+

+

(
(x̂θθt + x̂t − εξαθθt) sinα− (ŷθθt + ŷt − εξαθθt) cosα− εαθ

(√
x̂2θ + ŷ2θ − εξαθ

)−1) ∂

∂ξ
−

− ε

(
(x̂θθt + x̂t) cosα+ (ŷθθt + ŷt) sinα− εξ(αθθt + αt) + ε

(√
x̂2θ + ŷ2θ − εξαθ

)−2
×

×

 x̂θx̂θθ + ŷθŷθθ√
x̂2θ + ŷ2θ

− εξαθθ

(√x̂2θ + ŷ2θ − εξαθ
)−1 ∂

∂θ
+ε2

(√
x̂2θ + ŷ2θ − εξαθ

)−2 ∂2

∂θ2
−ε ∂

∂t
.

(4.4)

Здесь использованы обозначения:

v = {xt; yt}, αθ =
x̂θŷθθ − ŷθx̂θθ
ŷ2
θ + x̂2

θ

, αθθ =
∂αθ
∂θ

, αt =
x̂θŷθt − ŷθx̂θt
ŷ2
θ + x̂2

θ

.

Используя разложение Тейлора коэффициентов при частных произ-

водных в выражении (4.4), можно переписать дифференциальный опе-

75



ратор в следующем виде:

ε2∆− ε ∂
∂t

=
∂2

∂ξ2
+ V (θ, t)

∂

∂ξ
− ε ∂

∂t
− εK(θ, t)

∂

∂ξ
− εM(θ, t)

∂

∂θ
+
∞∑
i=2

εiLi,

(4.5)

где

V (θ, t) = (x̂θθt + x̂t) sinα− (ŷθθt + ŷt) cosα; (4.6)

K(θ, t) =
x̂θŷθθ − ŷθx̂θθ(

(ŷθ)
2 + (x̂θ)

2
)3/2

+ ξ
x̂θŷθθ − ŷθx̂θθ
(ŷθ)

2 + (x̂θ)
2 θt (sinα− cosα) ;

M(θ, t) = ((x̂θθt + x̂t) cosα + (ŷθθt + ŷt) sinα)
1√

(ŷθ)
2 + (x̂θ)

2
,

а Li под знаком суммы – линейные дифференциальные операторы пер-

вого или второго порядка по переменным ξ и θ, получающиеся из разло-

жения по степеням ε оператора в правой части представления (4.4).

Далее для краткости будем обозначать

ϕ(in,ex) (θ, t) := ϕ(in,ex) (x̂(θ(t), t), ŷ(θ(t), t), t) ,

f (in,ex)(u, θ, t) := f (in,ex)(u, x̂(θ(t), t), ŷ(θ(t), t), t, 0).

Рассмотрим в каждый момент времени и для каждого значения θ(t)

следующие задачи Коши относительно функций Φ(in,ex)(ũ, θ, t):
Φ(in)(Φ(in))

′
+ V (θ, t)Φ(in) = f (in) (ũ, θ, t) , ϕ(in)(θ, t) < ũ < p,

Φ(in)(ϕ(in)(θ, t), θ, t) = 0;

(4.7)


Φ(ex)(Φ(ex))

′
+ V (θ, t)Φ(ex) = f (ex) (ũ, θ, t) , p < ũ < ϕ(ex)(θ, t),

Φ(ex)(ϕ(ex)(θ, t), θ, t) = 0;

(4.8)
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где p ∈
(
ϕ(in)(θ, t);ϕ(ex)(θ, t)

)
. Условия существования решения задач

Коши (4.7) и (4.8), для которых выполнены неравенства

Φ(in)(ũ, θ, t) < 0, при ϕ(in) (θ, t) < ũ < p, θ = θ(t), t ∈ R,

Φ(ex)(ũ, θ, t) < 0, при p < ũ < ϕ(ex)(θ, t), θ = θ(t), t ∈ R.
(4.9)

сформулированы в [103].

(А4) Пусть на интервале
(
ϕ(in) (θ, t) ;ϕ(ex) (θ, t)

)
при всех θ = θ(t), t ∈ R

существует единственное решение p0 (θ, t) уравнения H(p, θ, t) = 0,

где

H(p, θ, t) = V (θ, t)

 p∫
ϕ(ex)(θ,t)

Φ(ex)(u, θ, t)du−
p∫

ϕ(in)(θ,t)

Φ(in)(u, θ, t)du

+

+

p∫
ϕ(in)(θ,t)

f (in) (u, θ, t) du−
p∫

ϕ(ex)(θ,t)

f (ex) (u, θ, t) du (4.10)

и пусть

f (in) (p0 (θ, t) , θ, t, 0)− f (ex) (p0 (θ, t) , θ, t, 0) < 0

при всех θ = θ(t), t ∈ R. (4.11)

4.2 Асимптотическое приближение решения.

Асимптотическое приближение решения задачи (4.1), содержащего внут-

ренний переходный слой, будем строить отдельно в каждой из областей

D̄(in) и D̄(ex):

U (x, y, t, ε) =


U (in) (x, y, t, ε) , если (x, y, t) ∈ D̄(in) × R;

U (ex) (x, y, t, ε) , если (x, y, t) ∈ D̄(ex) × R.

77



Функции U (in) и U (ex), а также их производные по направлению нор-

мали к кривой CT будем непрерывно сшивать на этой кривой:

U (x̂, ŷ, t, ε) = U (in) (x̂, ŷ, t, ε) = U (ex) (x̂, ŷ, t, ε) , (4.12)

∂U (in)

∂nT

∣∣∣∣
CT

=
∂U (ex)

∂nT

∣∣∣∣
CT

. (4.13)

Значение функции U (x̂, ŷ, t, ε) на кривой CT не известно. Будем искать

его в виде разложения

U (x̂(θ, t), ŷ(θ, t), t, ε) = p0 (θ, t) + εp1 (θ, t) + ..., (4.14)

коэффициенты которого определим из условий сшивания производных

асимптотических представлений U (in) (θ, t, ε) и U (ex) (θ, t, ε) по направле-

нию нормали nT к кривой CT .

Функцию U (in) (x, y, t, ε) будем искать в виде суммы двух слагаемых:

U (in) (x, y, t, ε) = ū(in) (x, y, t, ε) +Q(in) (ξ, θ, t, ε) , (4.15)

где ū(in) (x, y, t, ε) – регулярная часть разложения, Q(in) (ξ, θ, t, ε) – функ-

ция, описывающая переходный слой, ξ – растянутая переменная в окрест-

ности кривой CT , определенная в пункте 4.1.

Для описания поведения решения в окрестности кривой ∂D введем

локальные координаты (r1, l) и растянутую переменную η =
r1

ε
, где r1

– расстояние от кривой ∂D до точки в окрестности этой кривой вдоль

внутренней нормали к ней, r1 ≥ 0, а l – параметр кривой ∂D, l ∈ [0, L].

Функцию U (ex) (x, y, t, ε) будем искать в виде суммы трех слагаемых:

U (ex) (x, y, t, ε) = ū(ex) (x, y, t, ε) +Q(ex) (ξ, θ, t, ε) +R (η, l, t, ε) . (4.16)
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Здесь ū(ex) и Q(ex) соответственно, регулярные функции и функции

переходного слоя, R (η, l, t, ε) – функция, описывающая пограничный

слой в окрестности кривой ∂D.

Каждую из функций в (4.15) и (4.16) будем искать в виде разложения

по степеням малого параметра ε:

ū(in,ex) (x, y, t, ε) = ū
(in,ex)
0 (x, y, t) + εū

(in,ex)
1 (x, y, t) + ... ; (4.17)

Q(in,ex) (ξ, θ, t, ε) = Q
(in,ex)
0 (ξ, θ, t) + εQ

(in,ex)
1 (ξ, θ, t) + ... ; (4.18)

R (η, l, t, ε) = R0 (η, l, t) + εR1 (η, l, t) + ... . (4.19)

4.3 Регулярная часть асимптотического приближе-

ния.

Уравнения для коэффициентов разложения (4.17) регулярной части

асимптотического приближения можно определить из равенств

ε2∆xyū
(in,ex) − ε∂ū

(in,ex)

∂t
= f (in,ex)

(
ū(in,ex), x, y, t, ε

)
.

Для этого следует подставить в эти равенства суммы (4.17), разложить

функции в правой части в ряды Тейлора по степеням малого параметра

и приравнять коэффициенты при одинаковых степенях ε.

Главные регулярные члены асимптотического приближения в каж-

дой из областей D̄(in) и D̄(ex) определяются как решения вырожденных

уравнений

f (in)
(
ū(in), x, y, t, 0

)
= 0, (x, y, t) ∈ D̄(in) × R;

f (ex)
(
ū(ex), x, y, t, 0

)
= 0, (x, y, t) ∈ D̄(ex) × R. (4.20)
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Согласно условию (А2) решениями этих уравнений, соответственно

в областях D(in) × R и D(ex) × R, являются функции

ū
(in)
0 (x, y, t) = ϕ(in) (x, y, t) , ū

(ex)
0 (x, y, t) = ϕ(ex) (x, y, t) .

Введем обозначения

f̄ (in,ex) (x, y, t) := f̄ (in,ex)
(
ϕ(in,ex)(x, y, t), x, y, t, 0

)
.

Аналогичный смысл имеют обозначения f̄
(in,ex)
u (x, y, t) и

f̄
(in,ex)
ε (x, y, t).

Функции ū
(in,ex)
i (x, y, t) при i = 1, 2, ... определяются как решения

уравнений вида

f̄ (in,ex)
u (x, y, t) ū

(in,ex)
i (x, y, t) = h̄

(in,ex)
i (x, y, t), (4.21)

разрешимых в силу условия (А3).

Функции h̄(in,ex)
i (x, y, t) известны на каждом i-м шаге и выражают-

ся рекуррентно через функции ū
(in,ex)
k , с индексами k = 0, 1, ..., i − 1,

например,

h̄
(in,ex)
1 (x, y, t) = −∂ϕ

(in,ex)

∂t
(x, y, t)− f̄ (in,ex)

ε (x, y, t) .

4.4 Функции переходного слоя.

В переменных (ξ, θ, t) оператор ε2∆ − ε
∂

∂t
имеет вид (4.5). Уравнения

для коэффициентов ряда (4.18) определяются из равенств

∂2Q(in,ex)

∂ξ2
+ V (θ, t)

∂Q(in,ex)

∂ξ
− ε∂Q

(in,ex)

∂t
− εK (θ, t)

∂Q(in,ex)

∂ξ
−

− εM (θ, t)
∂Q(in,ex)

∂θ
+
∞∑
i=2

εiLi[Q
(in,ex)] =

= f (in,ex)
(
ū(in,ex) (x̂− εξ sinα, ŷ + εξ cosα, t) +Q(in,ex), x̂− εξ sinα, ŷ + εξ cosα, t, ε

)
−

− f (in,ex)
(
ū(in,ex) (x̂− εξ sinα, ŷ + εξ cosα, t) , x̂− εξ sinα, ŷ + εξ cosα, t, ε

)
, (4.22)
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если подставить в эти равенства суммы (4.17) и (4.18), разложить функ-

ции в правых частях в ряды Тейлора по степеням малого параметра и

приравнять коэффициенты при одинаковых степенях ε.

Потребуем выполнения стандартных для функций переходного слоя

условий убывания на бесконечности:

Q
(in)
i (−∞, θ, t) = 0, Q

(ex)
i (+∞, θ, t) = 0, i = 0, 1, . . . .

Дополнительные условия при ξ = 0 для функций Q(in,ex)
i (ξ, θ, t) для

каждого i = 0, 1, ... получаются путем приравнивая коэффициентов при

εi в равенстве (4.14) с учетом условия непрерывности (4.12):

ϕ(in) (θ, t) + εū
(in)
1 (θ, t) + ...+Q

(in)
0 (0, θ, t) + εQ

(in)
1 (0, θ, t) + ... =

= ϕ(ex) (θ, t) + εū
(ex)
1 (θ, t) + ...+Q

(ex)
0 (0, θ, t) + εQ

(ex)
1 (0, θ, t) + ... =

= p0 (θ, t) + εp1 (θ, t) + . . . , (4.23)

где введены обозначения ū(in,ex)
1 (θ, t) := u

(in,ex)
1 (x̂(θ, t), ŷ(θ, t), t) .

Уравнения для функций pi (θ, t), коэффициентов разложения (4.14),

получаются из условия (4.13) сшивания производных асимптотических

разложений вдоль нормали к кривой CT (t). Оператор дифференцирова-

ния по направлению нормали к кривой CT в переменных (r, θ) и (ξ, θ)

имеет следующий вид:
∂

∂nT
=

∂

∂r
=

1

ε

∂

∂ξ
.

Здесь
∂

∂r
= − sinα

∂

∂x
+ cosα

∂

∂y
, (4.24)

где коэффициенты sinα и cosα определены выражениями (4.3).
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Перепишем условие (4.13) с учетом разложений (4.17)-(4.18):

∂ϕ(in)

∂r
(θ, t) + ε

∂ū
(in)
1

∂r
(θ, t) + ...+

1

ε

∂Q
(in)
0

∂ξ
(0, θ, t) +

∂Q
(in)
1

∂ξ
(0, θ, t) + ... =

=
∂ϕ(ex)

∂r
(θ, t)+ε

∂ū
(ex)
1

∂r
(θ, t)+...+

1

ε

∂Q
(ex)
0

∂ξ
(0, θ, t)+

∂Q
(ex)
1

∂ξ
(0, θ, t)+. . . .

(4.25)

4.4.1 Функции переходного слоя нулевого порядка

Функции Q(in,ex)
0 (ξ, θ, t) определяются как решения уравнений

∂2Q
(in,ex)
0

∂ξ2
+ V (θ, t)

∂Q
(in,ex)
0

∂ξ
=

= f (in,ex)
(
ϕ(in,ex) (θ, t) +Q

(in,ex)
0 , x̂(θ, t), ŷ(θ, t), t, 0

)
. (4.26)

Уравнение для функции Q
(in)
0 рассматривается при ξ ∈ (−∞; 0) , θ =

= θ(t), t ∈ R, а для функции Q(ex)
0 – при ξ ∈ (0; +∞) , θ = θ(t), t ∈ R.

Переменная t в уравнениях (4.26) является параметром. Приравнивая

коэффициенты при ε0 в условии сшивания (4.23), получаем следующие

дополнительные условия для функций Q(in,ex)
0 при ξ = 0:

ϕ(in) (θ, t) +Q
(in)
0 (0, θ, t) = ϕ(ex) (θ, t) +Q

(ex)
0 (0, θ, t) = p0 (θ, t) . (4.27)

Потребуем еще выполнения условий убывания на бесконечности:

Q
(in,ex)
0 (∓∞, θ, t) = 0. (4.28)
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Введем обозначения:

ũ (ξ, θ, t) =


ϕ(in) (θ, t) +Q

(in)
0 (ξ, θ, t) , ξ ≤ 0, θ = θ(t), t ∈ R;

ϕ(ex) (θ, t) +Q
(ex)
0 (ξ, θ, t) , ξ ≥ 0, θ = θ(t), t ∈ R;

Φ(in) (ξ, θ, t) =
∂ũ

∂ξ
, ξ ≤ 0; θ = θ(t), t ∈ R;

Φ(ex) (ξ, θ, t) =
∂ũ

∂ξ
, ξ ≥ 0, θ = θ(t), t ∈ R.

(4.29)

Перепишем задачи (4.26)-(4.28) с использованием обозначений (4.29):

∂2ũ

∂ξ2
+ V (θ, t)

∂ũ

∂ξ
= f (in) (ũ, θ, t) , ξ < 0;

∂2ũ

∂ξ2
+ V (θ, t)

∂ũ

∂ξ
= f (ex) (ũ, θ, t) , ξ > 0;

ũ (0, θ, t) = p0 (θ, t) , ũ (∓∞, θ, t) = ϕ(in,ex) (θ, t) .

(4.30)

От дифференциальных уравнений второго порядка в (4.30) перейдем к

эквивалентным системам уравнений первого порядка

∂ũ

∂ξ
= Φ(in,ex),

∂Φ(in,ex)

∂ξ
= −V (θ, t)Φ(in,ex) + f (in,ex) (ũ, θ, t) . (4.31)

Разделив второе уравнение каждой из систем (4.31) на первое, а затем до-

множив обе части полученных равенств, соответственно, на Φ(in) и Φ(ex),

получим дифференциальные уравнения первого порядка относительно

функций Φ(in)(ũ, θ, t) и Φ(ex)(ũ, θ, t), которые совпадают с уравнениями

из задач (4.7) и (4.8), соответственно. Определим функции

Φ(in,ex)(ξ, θ, t) = Φ(in,ex)(ũ(ξ), θ, t)

как решения этих задач Коши. Проинтегрируем левую и правую ча-
сти уравнения задачи (4.7) по переменной ũ в пределах от ϕ(in) (θ, t) до
p0(θ, t), а задачи (4.8) – в пределах от ϕ(ex) (θ, t) до p0(θ, t). Тогда получим
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равенства

1

2

(
Φ(in)(ũ, θ, t)

)2∣∣∣∣p0(θ,t)
ϕ(in)(θ,t)

+ V (θ, t)

p0(θ,t)∫
ϕ(in)(θ,t)

Φ(in)(u, θ, t)du =

p0(θ,t)∫
ϕ(in)(θ,t)

f (in) (u, θ, t) du

1

2

(
Φ(ex)(ũ, θ, t)

)2∣∣∣∣p0(θ,t)
ϕ(in)(θ,t)

+ V (θ, t)

p0(θ,t)∫
ϕ(ex)(θ,t)

Φ(ex)(u, θ, t)du =

p0(θ,t)∫
ϕ(ex)(θ,t)

f (ex) (u, θ, t) du.

(4.32)

Из условия (4.25) в порядке ε−1 получаем равенство

Φ(in) (ξ, θ, t) |ξ=0 = Φ(ex) (ξ, θ, t) |ξ=0, (4.33)

из которого с учетом условия при ξ = 0 задачи (4.30) следует, что

Φ(in) (ũ, θ, t) |ũ=p0(θ,t) = Φ(ex) (ũ, θ, t) |ũ=p0(θ,t). (4.34)

Вычитая второе равенство (4.32) из первого, и учитывая (4.34), по-

лучим уравнение для определения функции p0(θ, t), которое можно за-

писать как H(p0(θ, t), θ, t) = 0, где функция H(p, θ, t) определена выра-

жением (4.10). В силу условия (А4) уравнение разрешимо.

Из существования функций Φ(in)(u, θ, t) и Φ(ex)(u, θ, t), решений за-

дач (4.7) и (4.8), вытекает существование при всех θ = θ(t), t ∈ R реше-

ний ũ (ξ, θ, t) начальных задач

∂ũ

∂ξ
= Φ(in)(ũ, θ, t), ξ < 0;

∂ũ

∂ξ
= Φ(ex)(ũ, θ, t), ξ > 0; ũ (0, θ, t) = p0(θ, t) ,

для которых справедливы предельные равенства

lim
t→∓∞

∣∣∣ũ (ξ, θ, t)− ϕ(in,ex) (θ, t)
∣∣∣ = 0.

По аналогии с [104] можно доказать справедливость при всех θ(t), t ∈ R

следующих оценок:∣∣∣ũ (ξ, θ, t)− ϕ(ex) (θ, t)
∣∣∣ < C exp(−κ|ξ|),
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где C, κ – положительные константы.

Для функций Q(in,ex)
0 (ξ, θ, t) (см. (4.29)) справедливы оценки∣∣∣Q(in,ex)

0 (ξ, θ, t)
∣∣∣ < C exp(−κ|ξ|). (4.35)

4.4.2 Функции переходного слоя первого порядка

Для краткости введем обозначения

f̃ (in,ex) (ξ, θ, t) := f (in,ex)
(
ũ(in,ex) (ξ, θ, t) , θ, t, 0

)
,

f̄ (in,ex) (θ, t) := f (in,ex)
(
ϕ(in,ex) (θ, t) , θ, t, 0

)
.

Аналогичный смысл имеют обозначения

f̃
(in,ex)
u (ξ, θ, t) , f̃

(in,ex)
r (ξ, θ, t) ,

f̃
(in,ex)
ε (ξ, θ, t) , f

(in,ex)

u (θ, t) , f
(in,ex)

r (θ, t) , f
(in,ex)

ε (θ, t) .

Приравнивая коэффициенты при ε1 в уравнениях (4.22) и условии

непрерывности (4.23) c учетом разложений (4.17) и (4.18), получим сле-

дующие задачи для определения функций Q(in,ex)
1 (ξ, θ, t):

∂2Q
(in,ex)
1

∂ξ2
+ V (θ, t)

∂Q
(in,ex)
1

∂ξ
− f̃ (in,ex)

u (ξ, θ, t)Q
(in,ex)
1 = Q1f

(in,ex) (ξ, θ, t) ,

Q
(in,ex)
1 (0, θ, t) + ū

(in,ex)
1 (θ, t) = p1 (θ, t) , Q

(in,ex)
1 (∓∞, θ, t) = 0.

(4.36)

Здесь

Q1f
(in,ex) (ξ, θ, t) =

∂Q
(in,ex)
0

∂t
+K(θ, t)

∂Q
(in,ex)
0

∂ξ
+M(θ, t)

∂Q
(in,ex)
0

∂θ
+

+
(
f̃ (in,ex)
u (ξ, θ, t)− f̄ (in,ex)

u (θ, t)
)(

ū
(in,ex)
1 (θ, t) +

∂ϕ(in,ex)

∂r
(θ, t) · ξ

)
+

+
(
f̃ (in,ex)
r (ξ, θ, t)− f̄ (in,ex)

r (θ, t)
)
ξ + f̃ (in,ex)

ε (ξ, θ, t)− f̄ (in,ex)
ε (θ, t) .
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Задачу для функции Q(in)
1 будем решать на полупрямой ξ ≤ 0, а для

функции Q
(ex)
1 – на полупрямой ξ ≥ 0. Производную по переменной r

следует понимать в смысле (4.24). Решения задач (4.36) можно выписать
в явном виде:

Q
(in,ex)
1 (ξ, θ, t) =

(
p1 (θ, t)− ū(in,ex)1 (θ, t)

)
(Φ (θ, t))−1Φ(in,ex) (ξ, θ, t) +

+Φ(in,ex) (ξ, θ, t)

ξ∫
0

(
Φ(in,ex) (η, θ, t)

)−2
exp (−V η)

η∫
∓∞

Φ(in,ex) (σ, θ, t) exp (V σ)Q1f
(in,ex) (σ, θ, t) dσdη.

(4.37)

Здесь введено обозначение Φ(θ, t) = Φ(in)(0, θ, t) = Φ(ex)(0, θ, t) (cм.

(4.33)). По своему построению функции Q1f
(in,ex) (ξ, θ, t) имеют экспо-

ненциальные оценки типа (4.35). Поэтому аналогичные оценки справед-

ливы и для функций Q(in,ex)
1 (ξ, θ, t).

Приравнивая коэффициенты при ε0 в условии C1 сшивания (4.25),

получаем следующее равенство

∂ϕ(in)

∂r
(θ, t) +

∂Q
(in)
1

∂ξ
(0, θ, t) =

∂ϕ(ex)

∂r
(θ, t) +

∂Q
(ex)
1

∂ξ
(0, θ, t) . (4.38)

Выпишем выражения для производных функций Q(in,ex)
1 (ξ, θ, t) при ξ =

= 0 , используя их явный вид (4.37) с учетом выражений (4.31) для

производных
∂Φ(in,ex)

∂ξ
:

∂Q
(in,ex)
1

∂ξ
(0, θ, t) =

(
p1 (θ, t)− ū(in,ex)1 (θ, t)

)(f (in,ex) (p0 (θ, t) , θ, t, 0)

Φ (θ, t)
− V (θ, t)

)
+

+ (Φ (θ, t))−1
0∫

∓∞

Φ(in,ex) (ξ, θ, t) exp (V ξ)Q1f
(in,ex) (ξ, θ, t) dξ.

Подставив эти выражения в равенство (4.38) и проведя некоторые пре-

образования, получим уравнение для функции p1 (θ, t)

p1 (θ, t) (Φ (θ, t))−1∂H

∂p
(p0 (θ, t) θ, t) = G1 (θ, t) . (4.39)
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где функция H (p, θ, t) определена в условии (А4), а G1 (θ, t) – известная

функция. Из выражения (4.10) c учетом условия (4.34) cледует равенство

∂H

∂p
(p0 (θ, t) θ, t) = f (in) (p0 (θ, t) , θ, t, 0)− f (ex) (p0 (θ, t) , θ, t, 0) .

в силу условия (А4) выражение в правой части этого равенства строго

отрицательно, поэтому уравнение (4.39) разрешимо.

4.4.3 Функции переходного слоя произвольного порядка

Функции Q(in,ex)
k (ξ, θ, t) k = 2, 3, ... определяются как решения следую-

щих задач:
∂2Q

(in,ex)
k

∂ξ2
+ V (θ, t)

∂Q
(in,ex)
k

∂ξ
− f̃ (in,ex)

u (ξ, θ, t)Q
(in,ex)
k = Qkf

(in,ex) (ξ, θ, t) ,

Q
(in,ex)
k (0, θ, t) + ū

(in,ex)
k (θ, t) = pk (θ, t) , Q

(in,ex)
k (∓∞, θ, t) = 0,

где Qkf
(in,ex) (ξ, θ, t) - известные функции. Решения этих задач можно

выписать в явном виде по аналогии с (4.37). Для функций Q(in,ex)
k (ξ, θ, t)

имеют место экспоненциальные оценки типа (4.35).

Приравнивая коэффициенты при εk−1 в условии C1 сшивания (4.25),

после преобразований получаем уравнение для определения функции

pk (θ, t):

pk (θ, t) (Φ (θ, t))−1∂H

∂p
(p0 (θ, t) θ, t) = Gk (θ, t) ,

где Gk (θ, t) известные функции.

При каждом k = 2, 3 . . . эти уравнения разрешимы, как и уравнение

(4.39) для функции p1 (θ, t).
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4.5 Функции пограничного слоя

Коэффициенты Ri (η, l, t) разложений (4.19) функций пограничного слоя

строятся стандартным образом (см. [28]). Члены нулевого порядка этих

разложений равны нулю, что характерно для задач Неймана. Функции

Ri(η, l, t), i = 1, 2, . . . экспоненциально убывают при η → +∞.

4.6 Асимптотическое приближение решения

Если потребовать достаточной гладкости функций f (in,ex) (u, x, y, t, ε) ,

то с помощью описанного в 4.4 алгоритма можно найти коэффициенты

разложений (4.17)-(4.19) до произвольного порядка k. Составим суммы

U
(in)
k (x, y, t, ε) =

k∑
i=0

εi
(
ū

(in)
i (x, y, t) +Q

(in)
i (ξ, θ, t)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(in) × R, θ = θ(t), ξ ≤ 0;

U
(ex)
k (x, y, t, ε) =

k∑
i=0

εi
(
ū

(ex)
i (x, y, t) +Q

(ex)
i (ξ, θ, t) +Ri (η, l, t)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(ex) × R, , θ = θ(t), ξ ≥ 0, η ≥ 0, l ∈ [0;L].

(4.40)

Положим

Uk (x, y, t, ε) =


U

(in)
k (x, y, t, ε) , (x, y, t) ∈ D̄(in) × R;

U
(ex)
k (x, y, t, ε) , (x, y, t) ∈ D̄(ex) × R.

Функции Uk (x, y, t, ε) по своему построению удовлетворяют уравнению

(4.1) с точностью O
(
εk+1

)
в области D ×R за исключением кривой CT ,

на которой функция Uk (x, y, t, ε) не является гладкой. На кривой ∂D
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функции Uk (x, y, t, ε) удовлетворяют краевым условиям задачи (4.1) c

точностью O
(
εk
)
.

4.7 Существование решения периодической задачи

Определение 4.7.1 Решением задачи (4.1) будем называть функцию

u(M, t) из класса C1(D̄)∩C2(D\CT ) по пространственным переменным

и из класса C1(R) по времени, удовлетворяющую уравнению и краево-

му условию задачи (4.1), а также условию периодичности u(M, t) =

= u(M, t+ T ), t ∈ R.

Теорема 4.7.1 При выполнении условий (А1)-(А4) при достаточно

малых ε > 0 существует решение u (x, y, t, ε) задачи (4.1) в смысле

определения 4.7.1, для которого функция Un (x, y, t, ε) является равно-

мерным в D̄ асимптотическим приближением с точностью порядка

O
(
εn+1

)
, то есть при (x, y, t) ∈ D̄ × R выполняется неравенство

|u (x, y, t, ε)− Un (x, y, t, ε)| < Cεn+1,

где C– положительная константа, не зависящая от ε.

Доказательство

Для доказательства этой теоремы используем метод дифференци-

альных неравенств [59], [61]. Согласно доказанному в [59], [61] решение

задачи (4.1) существует, если можно указать пару непрерывных функ-

ций αT (x, y, t, ε) и βT (x, y, t, ε), являющихся, соответственно, верхним

и нижним решениями задачи (4.1). По определению для этих функций

должны выполняться следующие неравенства:
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1) Упорядоченность верхнего и нижнего решений:

αT (x, y, t, ε) < βT (x, y, t, ε) , (x, y, t) ∈ D̄ × R.

2) Действие оператора в уравнении (4.1) на верхнее и нижнее решение:

ε2∆βT−ε∂β
T

∂t
−f
(
βT , x, y, t, ε

)
≤ 0 ≤ ε2∆αT−ε∂α

T

∂t
−f
(
αT , x, y, t, ε

)
при (x, y, t) ∈ (D\CT )× R.

3) Условия на границе ∂D

∂βT

∂n

∣∣∣∣
∂D

≤ u0 (S, t) ≤ ∂αT

∂n

∣∣∣∣
∂D

, S ∈ ∂D, t ∈ R

n – внутренняя нормаль к кривой ∂D .

4) Условия на производные верхнего и нижнего решений по направле-

нию нормали к кривой CT :

∂βT

∂r

∣∣∣∣
r=−0

≥ ∂βT

∂r

∣∣∣∣
r=+0

,
∂αT

∂r

∣∣∣∣
r=−0

≤ ∂αT

∂r

∣∣∣∣
r=+0

, t ∈ R.

Если указанные функции αT (x, y, t, ε) и βT (x, y, t, ε) cуществуют, то

решение задачи (4.1) заключено между ними при всех (x, y, t) ∈ D×R :

αT (x, y, t, ε) ≤ u(x, y, t, ε) ≤ βT (x, y, t, ε) .

Верхнее и нижнее решения задачи (4.1) мы будем строить, используя

идеи асимптотического метода дифференциальных неравенств, развитые

в работах [30] ,[40]. Согласно этому методу верхние и нижние решения
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задачи (4.1) конструируются как модификации асимптотического разло-

жения решения этой задачи. Будем обозначать через βTk и αTk соответ-

ственно верхнее и нижнее решения, при определении которых модифи-

кация асимптотического разложения производится в порядке εk.
Для доказательства утверждения Теоремы 4.7.1 необходимо постро-

ить верхнее и нижнее решения βTn+1 и αTn+1. Будем строить эти функции
отдельно в каждой из подобластей D(in) и D(ex):

βTn+1 (x, y, t, ε) =



β
(in)
n+1 (x, y, t, ε) = U

(in)
n+1 + εn+1

(
µ+ q(in) (ξ, θ, t)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(in) × R, ξ ≤ 0, θ = θ(t), t ∈ R;

β
(ex)
n+1 (x, y, t, ε) = U

(ex)
n+1 + εn+1

(
µ+ q(ex) (ξ, θ, t) +Rβ(η, l, t)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(ex) × R, ξ ≥ 0, θ = θ(t), t ∈ R, η ≥ 0, l ∈ [0;L].

Здесь U (in,ex)
n+1 — суммы (4.40) при k = n + 1; положительная константа

µ подбирается таким образом, чтобы дифференциальные неравенства 1)

и 2) выполнялись вдали от кривой CT .

Функции q(in,ex) (ξ, θ, t) вводятся для устранения невязок порядка

εn+1 в условии 2), возникающих в окрестности кривой CT в результа-

те добавления к асимптотическому приближению величины µ, а также

для выполнения условия упорядоченности 1) в окрестности кривой CT .

Функции q(in) (ξ, θ, t) (определенная при ξ ≤ 0) и q(in) (ξ, θ, t) (опре-

деленная при ξ ≥ 0) являются решениями следующих задач:
∂2q(in,ex)

∂ξ2 + V (θ, t)
∂q(in,ex)

∂ξ
− f̃ (in,ex)

u (ξ, θ, t) q(in,ex) − qf (in,ex) (ξ, θ, t) = 0,

q(in,ex) (0, θ, t) + µ = δ; q(in,ex) (∓∞, θ, t) = 0,

(4.41)

где qf (in,ex) (ξ, θ, t) = µ ·
(
f̃

(in,ex)
u (ξ, θ, t)− f̄ (in,ex)

u (θ, t)
)
− d · e−κ|ξ|,
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Положительные величины δ, d, κ подбираются таким образом, что-
бы для функции βTn+1 (x, y, ε) выполнялись дифференциальные неравен-
ства 1) и 4). Решения задач (4.41) можно выписать в явном виде:

q(in,ex) (ξ, θ, t) = (δ − µ) (Φ (θ, t))−1Φ(in,ex) (ξ, θ, t) + Φ(in,ex) (ξ, θ, t)×

×
ξ∫

0

(
Φ(in,ex) (η, θ, t)

)−2
exp (−V η)

η∫
∓∞

Φ(in,ex) (σ, θ, t) exp (V σ)qf (in,ex) (σ, θ, t) dσdη. (4.42)

Выберем постоянные d и κ таким образом, чтобы выполнялись нера-

венства

µ
(
f̃

(in)
u (ξ, θ, t)− f̄ (in)

u (θ, t)
)
− d · eκξ < 0, при ξ ≤ 0, θ = θ(t), t ∈ R,

µ
(
f̃

(ex)
u (ξ, θ, t)− f̄ (ex)

u (θ, t)
)
− d · e−κξ < 0, при ξ ≥ 0, θ = θ(t), t ∈ R,

δ − µ > 0.

(4.43)

Тогда из явного вида (4.42) следует, что q(in,ex) принимают строго

положительные значения.
Функция αTn+1 (x, y, t, ε) – нижнее решение задачи (4.1) – имеет вид

αTn+1 (x, y, t, ε) =



α
(in)
n+1 (x, y, t, ε) = U

(in)
n+1 − εn+1

(
µ+ q(in) (ξ, θ, t)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(in) × R, ξ ≤ 0, θ = θ(t), t ∈ R;

α
(ex)
n+1 (x, y, t, ε) = U

(ex)
n+1 − εn+1

(
µ+ q(ex) (ξ, θ, t) +Rα(η, l, t)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(ex) × R, ξ ≥ 0, θ = θ(t), t ∈ R, η ≥ 0, l ∈ [0;L].

Функции Rβ(η, l, t) и Rα(η, l, t) являются решениями однородных

уравнений и экспоненциально убывают при η → +∞. Краевые усло-

вия на границе ∂D для этих функций задаются таким образом, чтобы в

условии 3) выполнялось равенство.
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Покажем, что для функций βTn+1 (x, y, t, ε) и αTn+1 (x, y, t, ε) выполня-

ются неравенства 1) – 4).

Для проверки условия 1) упорядоченности, составим разность

βTn+1 (x, y, t, ε)− αTn+1 (x, y, t, ε)

в каждой из областей D̄(in) и D̄(ex):

β
(in,ex)
n+1 (x, y, t, ε)−α(in,ex)

n+1 (x, y, t, ε) = εn+1
(

2µ+ 2q(in,ex) (ξ, θ, t)
)

+O(εn+2).

(4.44)

Выражения справа строго положительны за счет выбора положительной

константы µ и неравенств (4.43), тем самым условие 1) упорядоченности

верхнего и нижнего решений оказывается выполненным.

Покажем выполнение неравенства 2) на примере верхнего решения.

Из способа построения верхнего решения следует равенство

ε2∆β
(in,ex)
n+1 − ε

∂β
(in,ex)
n+1

∂t
− f (in,ex)

(
β

(in,ex)
n+1 , x, y, t, ε

)
=

= −εn+1
(
µ · f̄ (in,ex)

u (θ, t) + d · e−κ|ξ|
)

+O
(
εn+2

)
. (4.45)

Величины µ и d положительны, функции f̄ (in,ex)
u (θ, t) положительны

при всех θ = θ(t), t ∈ R согласно условию (А3), поэтому выражение в

правой части будет отрицательным при достаточно малом ε, и тем самым

выполнено неравенство 2) для верхнего решения. Аналогично доказыва-

ется выполнение неравенства 2) для нижнего решения.

Проверим выполнение неравенства 4) для верхнего решения. Раз-

ность производных верхнего решения по направлению нормали к кривой
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CT слева и справа от этой кривой дается равенством

∂βTn+1

∂r

∣∣∣∣
r=−0

−
∂βTn+1

∂r

∣∣∣∣
r=+0

= εn
(
∂q(in)

∂ξ
(0, θ, t)− ∂q(ex)

∂ξ
(0, θ, t)

)
+O(εn+1).

(4.46)

Запишем разность в скобках правой части равенства (4.46), используя яв-

ный вид (4.42) для функций q(in,ex) (ξ, θ, t) и учитывая выражения (4.31)

для производных
∂Φ(in,ex)

∂ξ
:

∂q(in)

∂ξ
(0, θ, t)− ∂q(ex)

∂ξ
(0, θ, t) =

= (δ − µ) (Φ (θ, t))−1
(
f (in)(p0(θ, t), θ, t)− f (ex)(p0(θ, t), θ, t)

)
+

+ (Φ(θ, t))−1

0∫
−∞

Φ(in)(ξ, θ, t) exp(V ξ)qf (in) (ξ, θ, t) dξ−

− (Φ(θ, t))−1

0∫
+∞

Φ(ex)(ξ, θ, t) exp(V ξ)qf (ex) (ξ, θ, t) dξ. (4.47)

Выберем величину δ таким образом чтобы выполнялось неравенство
δ > µ+ max

θ=θ(t)
t∈R

|Γ(θ, t)|, где

Γ(θ, t) =

 0∫
−∞

Φ(in)(ξ, θ, t) exp(V ξ)qf (in) (ξ, θ, t) dξ −
0∫

+∞

Φ(ex)(ξ, θ, t) exp(V ξ)qf (ex) (ξ, θ, t) dξ

×
×
(
f (in)(p0(θ, t), θ, t)− f (ex)(p0(θ, t), θ, t)

)−1
.

В силу выполнения неравенств (4.9) и (4.11) при указанном выборе δ

выражение в правой части (4.47) оказывается положительным.

Тем самым условие 4) определения верхнего решения оказывается

выполненным для функции βTn+1. Выполнение неравенства 4) для ниж-

него решения αTn+1 при том же самом δ доказывается аналогично.

Согласно [59] из существования гладких верхнего и нижнего пери-
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одических решений задачи (4.1) следует существование максимального

uTmax(x, y, t, ε) и минимального uTmin(x, y, t, ε) решений этой задачи та-

ких, что любая функция u(x, y, t, ε), являющаяся решением задачи (4.1)

в смысле определения (8.1) удовлетворяет неравенствам

αTn+1(x, y, t, ε) ≤ uTmin ≤ u(x, y, t, ε) ≤ uTmax ≤ βTn+1(x, y, t, ε),

∀x, y ∈ D, t ∈ R. (4.48)

Из этих неравенств и структуры верхнего и нижнего решений сле-

дует оценка Теоремы 4.7.1.

4.8 Локальная единственность и устойчивость реше-

ния периодической задачи

4.8.1 Существование решения начально-краевой задачи

Рассмотрим начально-краевую задачу

Lt[v] ≡ ε2∆v − ε∂v
∂t
− f (v,M, t, ε) = 0, M(x, y) ∈ D, t ∈ R+,

∂v

∂n

∣∣∣∣
∂D

= u0 (S, t) , S ∈ ∂D,

v (M, 0, ε) = v0 (M, ε) , M ∈ D.

(4.49)

Здесь область D, а также функции f (v,M, t, ε) и u0 (S, t) – те же, что и

в постановке задачи (4.1).

Согласно [59] решение v(M, t, ε) задачи (4.49) существует, если суще-

ствуют верхнее β(M, t, ε) и нижнее α(M, t, ε) решения этой задачи, при-

чем выполняются неравенства α(M, t, ε) ≤ v(M, t, ) ≤ β(M, t, ε). Опре-

деление нижнего и верхнего решений задачи (4.49) аналогично опреде-
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лению периодических нижнего и верхнего решений, приведенного выше

при доказательстве теоремы существования периодического решения в

пункте 8. При этом область рассмотрения прямая R заменяется на R+,

и появляется неравенство в начальный момент времени

α (M, 0, ε) ≤ v0 (M, ε) ≤ β (M, 0, ε) , M ∈ D. (4.50)

Лемма При выполнении условий (А1)-(А4) существует функция

v(M, t, ε) – решение начально-краевой задачи (4.49) c начальной функ-

цией v0 (M, ε), лежащей в интервале

αT1 (M, 0, ε) < v0 (M, ε) < uTmin(M, 0, ε), M ∈ D,

где функция uTmin(M, t, ε) – минимальное решение задачи (4.1),

а αT1 (M, t, ε) – нижнее решение задачи (4.1).

Доказательство

Покажем, что функции

α (M, t, ε) = uTmax(M, t, ε) +
(
αT1 (M, t, ε)− uTmax(M, t, ε)

)
e−λt,

β (M, t, ε) = uTmax(M, t, ε) +
(
βT1 (M, t, ε)− uTmax(M, t, ε)

)
e−λt, λ > 0,

где uTmax(M, t, ε) – максимальное решение задачи (4.1) (см (4.48)), а

αT1 (M, t, ε), βT1 (M, t, ε), соответственно нижнее и верхнее решения задачи

(4.1), удовлетворяют системе дифференциальных неравенств, аналогич-

ных неравенствам 1) − 4) из пункта 8 при (x, y, t) ∈ D × R+, а также

неравенствам (4.50) в начальный момент времени и, тем самым, явля-

ются верхним и нижним решениями задачи (4.49). Условия 1), 3) и 4)

выполняются для функций α (M, t, ε) и β (M, t, ε) при (x, y, t) ∈ D×R+ в
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силу свойств функций αT1 (M, t, ε) и βT1 (M, t, ε), а также в силу гладкости

функций uTmax(M, t, ε).

Из вида функций α (M, t, ε) и β (M, t, ε), а также из условия леммы

нетрудно получить следующие оценки:

α (M, 0, ε) = αT1 (M, 0, ε) < v0 (M, ε) < βT1 (M, 0, ε) = β (M, 0, ε) ,

откуда следует, что неравенство (4.50) для функций α (M, t, ε) и

β (M, t, ε) также выполняется.

Покажем справедливость неравенства, аналогичного 2) из пункта 8

при (x, y, t) ∈ D × R+ для верхнего решения. Для этого подействуем

оператором Lt на функцию β (M, t, ε):

Lt[β] = ε2∆β − ε∂β
∂t
− f (β,M, t, ε) .

К правой части равенства добавим слагаемые

f
(
uTmax,M, t, ε

)
, f
(
βT1 ,M, t, ε

)
e−λ(ε)t, f

(
uTmax,M, t, ε

)
e−λ(ε)t,

а затем вычтем эти же слагаемые, чтобы выражение в правой части не

изменилось. После группировки получим равенство:

Lt[β] = ε2∆β−ε∂β
∂t
−f (β,M, t, ε) = ε2∆uTmax−ε

∂uTmax
∂t
−f
(
uTmax,M, t, ε

)
−

−
(
ε2∆uTmax − ε

∂uTmax
∂t

− f
(
uTmax,M, t, ε

))
e−λt+

+

(
ε2∆βT1 − ε

∂βT1
∂t
− f

(
βT1 ,M, t, ε

))
e−λt + ελ

(
βT1 − uTmax

)
e−λt+

+
(
f
(
βT1 ,M, t, ε

)
− f

(
uTmax,M, t, ε

))
e−λt−

(
f (β,M, t, ε)− f

(
uTmax,M, t, ε

))
Учтем, что функция uTmax(M, t, ε) является решением уравнения

(4.1), используем равенство (4.45) при n = 0, оценку

βT1 (M, t, ε)− uTmax(M, t, ε) = O(ε), M ∈ D, t ∈ R+,
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которая следует из неравенств (4.48) и равенств (4.44), а также оценку
(
f
(
βT1 ,M, t, ε

)
− f

(
uTmax,M, t, ε

))
e−λt −

(
f (β,M, t, ε)− f

(
uTmax,M, t, ε

))
=

= f∗uu

(
θ2e
−λt − θ1

) (
βT1 − uTmax

)2
e−λt,

где

f∗uu = fuu

(
uTmax + θ2

(
βT1 − uTmax

)
e−λt + θ3

(
θ2e
−λt − θ1

) (
βT1 − uTmax

))
, |θ1,2,3| < 1,

тогда придем к равенству

L[β] = −ε
(
µ · f̄ (in,ex)

u (θ, t) + d · e−κ|ξ|
)
e−λt +O(ε2).

Константы µ и d положительны, поэтому при достаточно малых ε выра-

жение в правой части равенства принимает отрицательные значения для

всех ξ ∈ R, θ = θ(t), t ∈ R+. Отсюда следует, что дифференциальное

неравенство вида 2) для верхнего решения β(M, t, ε) выполнено. Анало-

гично проверяется выполнение этого неравенства для нижнего решения

α(M, t, ε). Выполнение дифференциальных неравенств доказывает лем-

му.

Согласно доказанному в [59], при достаточно малых значениях ε су-

ществует решение v(M, t, ε) задачи (4.49), для которого выполняются

неравенства α(M, t, ε) ≤ v(M, t, ε) ≤ β(M, t, ε), причем из вида верхнего

и нижнего решений следует предельное равенство:

lim
t→+∞

∣∣v(M, t, ε)− uTmax(M, t, ε)
∣∣ = 0, M ∈ D. (4.51)

4.8.2 Единственность и локальная устойчивость решения пе-

риодической задачи

Теорема 4.8.1 Пусть выполнены условия (А1) - (А4). Тогда гладкое

периодическое решение задачи (4.1), для которого суммы (4.40) яв-
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ляются асимптотическим приближением, единственно и локально

устойчиво по Ляпунову с областью влияния по крайней мере [αT1 ; βT1 ].

Доказательство

Ранее в п.8 были построены верхнее и нижнее решения задачи (4.1), и

тем самым доказано существование минимального решения uTmin (M, t, ε)

этой задачи. Согласно результатам, которые сформулированы в [59], это

решение является устойчивым снизу по Ляпунову, а именно, если на-

чальная функция v0 (M, ε) задачи (4.49) лежит в достаточно малой левой

полуокрестности решения uTmin:

0 < δ < v0 (M, ε) < uTmin(M, 0, ε),

то выполняется предельное равенство

lim
t→+∞

∣∣v(M, t, ε)− uTmin(M, t, ε)
∣∣ = 0, M ∈ D, (4.52)

где v(M, t, ε) - решение задачи (4.49).

Согласно доказанному утверждению леммы, существует решение за-

дачи (4.49) с начальной функцией v0 (M, ε), для которой выполняются

неравенства

αT1 (M, 0, ε) < v0 (M, ε) < uTmin.

Из этих неравенств и вида функции αT1 следует, что при достаточно ма-

лом ε можно выбрать функцию v0 (M, ε) из такой окрестности мини-

мального решения uTmin, что для решения задачи (4.49) будет выполнено

предельное равенство (4.52). Сопоставляя предельные равенства (4.51) и
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(4.52), приходим к выводу, что

uTmin = uTmax

и функция u (x, y, t, ε) , для которой выполнены неравенства (4.48), яв-

ляется единственным решением задачи (4.1) на сегменте [α1; β1], устой-

чивым с областью влияния не меньшей этого сегмента.

4.9 Пример

В качестве примера рассмотрим следующую задачу

ε2∆u− ε∂u
∂t

= f (u, x, y, t, ε) ,

(x, y) ∈ D =
[
x2 + y2 < 16

]
, t ∈ (−∞; +∞) ,

∂u

∂n

∣∣∣∣
x2+y2=16

= 0,

u (M, t) = u (M, t+ π) ,

где

f (u, x, y, t) =


u−

(
x2 + y2

) (
sin2 t+ 1

)
, x2 + y2 < 4

(
sin2 t+ 1

)
,

u− sin2 t+ 1

x2 + y2
, 4
(
sin2 t+ 1

)
< x2 + y2 < 16.

В рассматриваемом примере кривой CT является окружность

x2 + y2 = 4
(
sin2(t) + 1

)
,

радиус которой зависит от времени. Уравнение кривой в полярных ко-

ординатах имеет вид ρ0(t) = 2
√

sin2 t+ 1; 0 ≤ θ < π.

Функции ϕ(in,ex) (x, y, t) определяются следующими выражениями

ϕ(in) (x, y, t) =
(
x2 + y2

) (
sin2 t+ 1

)
, x2 + y2 < 4

(
sin2 t+ 1

)
,

ϕ(ex) (x, y, t) =
sin2 t+ 1

x2 + y2
, 4

(
sin2 t+ 1

)
< x2 + y2 < 16.
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Выпишем их значения на окружности CT :

ϕ(in) (t) = 4
(
sin2 t+ 1

)2
,

ϕ(ex) (t) =
1

4
.

Заметим, что неравенство ϕ(in) (x̂, ŷ, t) > ϕ(ex) (x̂, ŷ, t) из условия (А2)

оказывается выполненным. Условие (А3) также выполнено, поскольку

fu = 1 > 0.

В каждый момент времени в окрестности окружности CT перейдем

от переменных (x, y) к переменным (ξ, θ) согласно равенствам

x = 2
√

sin2 t+ 1 cos θ − εξ cos θ; y = 2
√

sin2 t+ 1 sin θ − εξ sin θ.

Скорость V (t) и кривизна окружности CT в каждый момент времени

определяются выражениями

V (t) =
sin 2t√

sin2 t+ 1
, K(t) =

1

2
√

sin2 t+ 1
.

Задачи (4.26)-(4.28) в случае рассматриваемого примера имеют вид:
∂2Q

(in,ex)
0

∂ξ2
+ V (t)

∂Q
(in,ex)
0

∂ξ
= Q

(in,ex)
0 ,

Q
(in,ex)
0 (0, t) = p0(t)− ϕ(in,ex) (t) ; Q

(in,ex)
0 (∓∞, t) = 0.

(4.53)

Решая задачу (4.53) для функции Q(in)
0 на полупрямой ξ ≤ 0, а для

функции Q
(ex)
0 на полупрямой ξ ≥ 0, получаем следующие выражения

для этих функций:

Q
(in)
0 (ξ, t) =

(
p0(t)− 4

(
sin2 t+ 1

)2
)

exp (λ(in)ξ),

Q
(ex)
0 (ξ, t) =

(
p0(t)−

1

4

)
exp (λ(ex)ξ),

где введены обозначения

λ(in,ex)(t) =
1

2

(
−V (t)±

√
V 2(t) + 4

)
.
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C учетом условия гладкого сшивания (4.25), получим уравнение для

p0(θ, t) :

p0(t) =
4λ(in) (t) (sin2t+ 1)2 − λ(ex) (t)

4
λ(in) (t)− λ(ex) (t)

.

Из уравнений вида (4.21) для регулярной части разложения в первом

порядке получаем выражения

u
(in)
1 (x, y, t) = sin 2t

(
x2 + y2

)
,

u
(ex)
1 (x, y, t) =

sin 2t

x2 + y2
.

На окружности CT в каждый момент времени t эти функции принимают

значения
u

(in)
1 (t) = 4 sin 2t

(
sin2 t+ 1

)
,

u
(ex)
1 (t) =

sin 2t

4
(
sin2 t+ 1

) .
Функции переходного слоя первого порядка Q(in)

1 (ξ, θ, t) (определен-

ная при ξ ≤ 0) и Q(ex)
1 (ξ, θ, t) (определенная при ξ ≥ 0) являются реше-

ниями задач:
∂2Q

(in,ex)
1

∂ξ2
+ V (t)

∂Q
(in,ex)
1

∂ξ
−Q(in,ex)

1 =
∂Q

(in,ex)
0

∂t
+K(t)

∂Q
(in,ex)
0

∂ξ
,

Q
(in,ex)
1 (0, t) = p1 − ū(in,ex)

1 (t); Q
(in,ex)
1 (∓∞, t) = 0

и имеют вид

Q
(in)

1 (ξ, t) =
(
p1 − 4 sin 2t

(
sin2 t+ 1

))
exp

(
λ(in)ξ

)
+
(
A(in)ξ2 +B(in)ξ

)
exp

(
λ(in)ξ

)
;

Q
(ex)

1 (ξ, t) =

(
p1 −

sin 2t

4
(
sin2 t+ 1

)) exp
(
λ(ex)ξ

)
+
(
A(ex)ξ2 +B(ex)ξ

)
exp

(
λ(ex)ξ

)
,
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где

A(in) =
M (t)λ(ex) (t)λ′(in) (t)

2
(
λ(in) − λ(ex)

) , A(ex) = −M (t)λ(in) (t)λ′(ex) (t)

2
(
λ(in) − λ(ex)

) ;

B(in) =

(
M (t)λ(ex) (t)

)′ −M (t)K(t)− 2A(in)

λ(in) − λ(ex)
;

B(ex) = −
(
M (t)λ(in) (t)

)′ −M (t)K(t)− 2A(ex)

λ(in) − λ(ex)

и введено обозначение

M(t) =
4(sint2 + 1)2 − 1

4
λ(in) (t)− λ(ex) (t)

.

C учетом условия гладкого сшивания (4.25), получим выражение для

p1(θ, t):

p1(t) =
B(ex) −B(in) + 4λ(in) sin 2t

(
sin2 t+ 1

)
λ(in) + λ(ex)

+

+

− sin 2t

4
(
sin2 t+ 1

)λ(ex) +
1

4
√

sin2 t+ 1
+ 4(sin2 t+ 1)3/2

λ(in) − λ(ex)
.
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Глава 5

Параболическая задача для

уравнения реакция-диффузия с

источником модульно-кубичного типа

При подготовке данной главы диссертации использовались идеи, изло-

женные в статьях [35]–[39], в которых, согласно Положению о присужде-

нии ученых степеней в МГУ, отражены основные результаты, положения

и выводы исследования.

В данной главе исследована сингулярно возмущенная периодическая

задача для параболического уравнения реакция-диффузия в случае раз-

рывного источника - нелинейности, описывающей реакцию (взаимодей-

ствие). Рассмотрен случай существования внутреннего переходного слоя

в условиях несбалансированной и сбалансированной реакции. Построено

асимптотическое приближение и исследована асимптотическая устойчи-

вость по Ляпунову периодических решений в каждом из рассмотренных

случаев. Для доказательства существования решения и его асимптоти-

ческой устойчивости используется асимптотический метод дифференци-
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альных неравенств. Приведен пример и проведены численные расчеты,

иллюстрирующие теоретический результат.

5.1 Постановка задачи

Рассматривается сингулярно возмущенное уравнение реакция-

диффузия, естественно возникающее в математических моделях с

быстрой реакцией:

Nε(u) := ε2

(
4u− ∂u

∂t

)
− f(u, x, y, t, ε) = 0,

(x, y, t) ∈ Dt := {(x, y, t) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, t ∈ R},
∂u

∂nΓ
(x, y, t, ε) = 0, (x, y) ∈ Γ, t ∈ R,

u(x, y, t, ε) = u(x, y, t+ T, ε), (x, y) ∈ D, t ∈ R,

(5.1)

где 4 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 , а производная ∂
∂nΓ

берется по внутренней нормали к

гладкой границе Γ заданной двумерной односвязной области D, а ε > 0 -

-малый параметр.

Интерес к различным классам периодических задач связан как с

различными приложениями, так и новыми математическими задачами,

возникающими при их рассмотрении (см., например, [97], [98]).

Исследуется новый класс сингулярно возмущенных периодических

задач в случае разрывного источника - нелинейности, описывающей ре-

акцию (взаимодействие). Рассмотрение таких задач инициировано рабо-

тами по изучению внутренних слоев в задачах, где коэффициенты адвек-

ции или реакции претерпевают разрывы и их называют нелинейностями

модульного типа (см. [87], [88] и ссылки в этих работах). Ряд приложений
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такого типа уравнений можно найти в [89].

Задача (5.1) рассматривается при условии, что функция

f(u, x, y, t, ε) имеет вид:

f (u, x, y, t, ε) =


f (+) (u, x, y, t, ε) , если u ≥ ϕ2(x, y, t) (x, y) ∈ D̄, t ∈ R;

f (−) (u, x, y, t, ε) , если u < ϕ2(x, y, t) (x, y) ∈ D̄, t ∈ R,

где f (+) (u, x, y, t, ε) , f (+) (u, x, y, t, ε) – достаточно гладкие функции.

Очевидно, что замена z = u(x, y, t, ε) − ϕ2(x, y, t, ε) приводит к задаче

правой частью, разрывной при z = 0. Поэтому, не ограничивая общно-

сти, будем предполагать выполненными следующие условия:

(A1) Пусть функция f(u, x, y, t, ε) имеет вид:

f (u, x, y, t, ε) =


f (+) (u, x, y, t, ε) , если u ≥ 0 (x, y) ∈ D, t ∈ R;

f (−) (u, x, y, t, ε) , если u < 0 (x, y) ∈ D, t ∈ R.

Здесь f (−) (u, x, y, t, ε) , f (+) (u, x, y, t, ε) – достаточно гладкие T -

периодические функции. Такие нелинейности принято называть нели-

нейностями модульного типа. Предположим также:

(A2) Пусть уравнение f (+) (u, x, y, t, 0) = 0 имеет единственное изо-

лированное T -периодическое решение u = ϕ(+)(x, y, t), а уравнение

f (−) (u, x, y, t, 0) = 0 имеет единственное изолированное T -периодическое

решение u = ϕ(−)(x, y, t), причем выполнены неравенства

ϕ(−)(x, y, t) < 0 < ϕ(+)(x, y, t), (x, y) ∈ D, t ∈ R

Для этих корней выполняются неравенства

(A3) f (+)
u (ϕ(+), x, y, t, 0) > 0, f

(−)
u (ϕ(−), x, y, t, 0) > 0 (x, y) ∈ D, t ∈

R.
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Поскольку решение задачи (5.1) при выполнении условий (A1) -

(A3) в значительной мере аналогично решению в случае нелинейностей

(источников) кубического типа (см. [33] и ссылки в этой работе), то мы

называем рассматриваемую в главе нелинейность источником модульно-

кубического типа.

Будем исследовать вопрос о существовании у задачи (5.1) гладко-

го периодического решения, которое для любого момента времени t при

ε→ 0 внутри области, ограниченной некоторой гладкой замкнутой кри-

вой C(t, ε) ⊂ D стремится к корню ϕ(+)(x, y, t), а снаружи - к другому

корню ϕ(−)(x, y, t), и резко изменяющегося от ϕ(−)(x, y, t) до ϕ(+)(x, y, t)

в окрестности кривой C(t, ε). Кривую C(t, ε) называют кривой переход-

ного слоя. Отметим, что положение данной кривой заранее не известно

и определяется в процессе построения асимптотики решения.

Определим положение кривой переходного слоя из условия равен-

ства нулю решения задачи (5.1) на этой кривой: C(t, ε) = {(x, y) ∈ D :

u(x, y, t, ε) = 0}. Кривая C(t, ε) разделяет область D на подобласти D(−)

и D(+) - соответственно внешнюю и внутреннюю относительно этой кри-

вой.

Решение задачи (5.1) определяется следующим образом.

Определение 5.1.1 T -периодическая по t функция

u(x, y, t, ε) ∈ C1,1(D) ∩ C2,1
(
D(−) ∪D(+)

)
называется решением задачи

(5.1), если она удовлетворяет уравнению (5.1) в каждой из областей

D(∓), а также граничному условию.
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5.2 Построение асимптотики

5.2.1 Асимптотическое приближение решения

Для построения формальной асимптотики используется схема асимпто-

тической теории контрастных структур, достаточно подробно описанная

в [32]. Для этого задача (5.1) разбивается на две. В области D(+) рас-

сматривается задача

ε2

(
4u− ∂u

∂t

)
− f (+)(u, x, y, t, ε) = 0,

(x, y, t) ∈ D(+)
t := {(x, y, t) ∈ R3 : (x, y) ∈ D(+), t ∈ R},

u(x, y, t, ε) = 0, (x, y) ∈ C(t, ε), t ∈ R,

u(x, y, t, ε) = u(x, y, t+ T, ε), (x, y) ∈ D̄(+), t ∈ R,

а в области D(−) рассматривается задача

ε2

(
4u− ∂u

∂t

)
− f (−)(u, x, y, t, ε) = 0,

(x, y, t) ∈ D(−)
t := {(x, y, t) ∈ R3 : (x, y) ∈ D(−), t ∈ R},

u(x, y, t, ε) = 0, (x, y) ∈ C(t, ε), t ∈ R,
∂u

∂nΓ
(x, y, t, ε) = 0, (x, y) ∈ Γ, t ∈ R,

u(x, y, t, ε) = u(x, y, t+ T, ε), (x, y) ∈ D̄(−), t ∈ R.

Для описания внутреннего переходного слоя (аналогично [105]) рас-

смотрим однопараметрическое семейство кривых {C̄(t)} := {C̄(t) ⊂ D :

C̄(t)− достаточно гладкая простая замкнутая кривая;

C̄(t) = C̄(t + T ), t ∈ R}. Для каждой кривой C̄(t) определим δ-

окрестность C̄δ(t) := {P ∈ D : dist(P, C̄(t)) < δ}, δ = const > 0.

Далее, стандартным образом введем в δ-окрестности кривой C̄(t) ∈
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{C̄(t)} локальную систему координат (r, θ), где θ ∈ [0, Θ̄(C̄(t))] - это ко-

ордината точки M ∈ C̄(t), dist{(x, y), C̄} = dist{(x, y),M};

r = ±dist{(x, y), C̄}, (x, y) ∈ D(±), где D(+), D(−) - соответственно внут-

ренняя и внешняя области, на которые разбивает областьD кривая C̄(t).

Пусть при каждом фиксированном t кривая C(t) определена в парамет-

рической форме: x = X(θ, t), y = Y (θ, t), a n(θ, t) = (n1(θ, t), n2(θ, t)) –

внутренняя нормаль ((n1(θ, t) и n2(θ, t) - направляющие косинусы норма-

ли) к кривой C(t) в точке (0, θ). При достаточно малом δ в δ-окрестности

кривой C(t) существует взаимно однозначное соответствие между коор-

динатами (x, y) и (r, θ):

x = X(θ, t) + rn1(θ, t), y = Y (θ, t) + rn2(θ, t).

Аналогично для описания пограничного слоя в достаточно малой

окрестности кривой Γ вводятся локальные координаты (rΓ, θΓ).

Пусть нам известна кривая C0(t) ∈ {C̄(t)}, являющаяся нулевым

приближением для кривой C(t, ε), и в ее окрестности введена локальная

система координат (r, θ). Уравнение для кривой переходного слоя C(t, ε)

будем искать в следующем виде:

r = λ∗(θ, t, ε) = ελ∗1(θ, t, ε) = ε(λ1(θ, t) + ελ2(θ, t) + ε2λ3(θ, t) + ...), (5.2)

где правая часть представляется в виде ряда по степеням ε с неизвестны-

ми коэффициентами λi(θ, t), i = 1, 2, ... . Ниже мы покажем, как найти

C0(t).

Далее для функций асимптотики в области D(−) используем обозна-

чение (−), в области D(+) - (+). Построим асимптотику в виде ряда по
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степеням ε, не раскладывая в такой ряд функцию λ∗(θ, t, ε):

U (±)(x, y, t, ε) = ū(±)(x, y, t, ε) +Q(±)(ξ, θ, t, ε) + Π(τ, θΓ, t, ε), (5.3)

где регулярная часть имеет вид:

ū(±)(x, y, t, ε) = ū
(±)
0 (x, y, t) + εū

(±)
1 (x, y, t) + . . .+ εnū(±)

n (x, y, t) + . . .−

регулярная часть асимптотики,

Π(τ, θΓ, t, ε) = Π0(τ, θΓ, t)+εΠ1(τ, θΓ, t)+. . .+ε
nΠn(τ, θΓ, t)+. . . , τ =

rΓ

ε
−

погранслойная часть асимптотики, служащая для приближения решения

вблизи границы Γ,

Q(±)(ξ, θ, t, ε) = Q
(±)
0 (ξ, θ, t, ε)+εQ

(±)
1 (ξ, θ, t, ε)+. . .+εnQ(±)

n (ξ, θ, t, ε)+. . .−

часть асимптотики, служащая для приближения внутреннего переход-

ного слоя в окрестности C(t, ε) (ξ = (r − λ∗(θ, t, ε))/ε), члены которой,

как будет показано ниже, определяются из уравнений, в которые вхо-

дят функция λ∗(θ, t, ε) и ее частные производные, этим и объясняется

зависимость функций Qi от аргумента ε. Если включить λ∗(θ, t, ε) и ее

частные производные в аргументы функций Qi, то при действии на них

оператор ε2(4− ∂
∂t ) выглядел бы уже иным образом.

Метод пограничных функций (см. [33]) с учетом особенностей пара-

болического оператора (см. [47]) приводит к последовательности задач

для определения коэффициентов асимптотических рядов (5.3), из ко-

торых, в частности, получим ū
(−)
0 (x, y, t) = ϕ(−)(x, y, t), ū

(+)
0 (x, y, t) =

= ϕ(+)(x, y, t). Функции ū(±)
i (x, y, t), i = 1, 2, 3, . . ., а также пограничные

110



функции Πi(τ, θΓ, t) строятся стандартным образом, и мы это построение

в работе рассматривать не будем.

В дальнейшем, eсли указана конкретная кривая C(t) ∈ {C(t)}, бу-

дем пользоваться обоими наборами аргументов (x, y, t) и (r, θ, t), сохра-

няя при этом обозначение функций, которые от них зависят, например:

ϕ(+)(x, y, t) = ϕ(+)(r, θ, t).

Остановимся подробно на построении функций внутреннего переход-

ного слоя. Оператор Лапласа в локальных координатах (r, θ) имеет вид

(см. [28]): 4 = ∂2

∂r2 +4r ∂∂r + |∇θ|2 ∂2

∂θ2 +4θ ∂
∂θ , где 4r, ∇θ, 4θ - извест-

ные функции r и θ (4r = ∂2r
∂x2 + ∂2r

∂y2 , аналогично определяются ∇θ и 4θ).

Тогда при действии на часть внутреннего переходного слоя дифферен-

циальный оператор Dε := ε2
(
4− ∂

∂t

)
в переменных (ξ, θ, t) приобретает

вид:

Dε =
∂2

∂ξ2 + εs(εξ + λ∗, θ, t)
∂

∂ξ
+ ε2L2,

где s(r, θ, t) := 4r(r, θ, t)− ∂r
∂t (r, θ, t)

∣∣
x,y=const

,

L2 := |∇θ|2
((

∂λ∗1
∂θ

)2
∂2

∂ξ2 − 2
∂λ∗1
∂θ

∂2

∂ξ∂θ
− ∂2λ∗1

∂θ2

∂

∂ξ
+

∂2

∂θ2

)

+4θ
(
−∂λ

∗
1

∂θ

∂

∂ξ
+

∂

∂θ

)
− ∂θ

∂t

∂

∂θ
− ∂

∂t
+

(
∂λ∗1
∂θ

∂θ

∂t

∣∣∣∣
x,y=const

+
∂λ∗1
∂t

)
∂

∂ξ
.

Пусть R0(θ, t) = {X(θ, t), Y (θ, t)} – радиус вектор точки кривой C0

с координатами θ, t. Нетрудно показать, что

∂r

∂t
(r, θ, t)

∣∣∣∣
x,y=const

= ∓
(
∂R0(θ, t)

∂t
,n(θ, t)

)
,

что представляет собой нормальную компоненту скорости ∂R0(θ,t)
∂t точки

y(θ, t) кривой C0(t). Также известно (см. [105]), что4r(r, θ, t) – кривизна
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кривой

Γr(t) := {(x(θ, t), y(θ, t)) ∈ D : {x, y} = R0(θ, t) + rn(θ, t), y ∈ C0(t)}

в точке (x(θ, t), y(θ, t)).

Действуя по схеме алгоритма А. Б. Васильевой, определим функции

Q
(±)
i .

Члены Q
(±)
0 (ξ, θ, t, ε) определяются из следующих задач:

∂2Q
(±)
0 (ξ, θ, t, ε)

∂ξ2 = f (±)(ϕ(±)(λ∗, θ, t) +Q
(±)
0 (ξ, θ, t, ε), λ∗, θ, t, 0)

Q
(±)
0 (0, θ, t, ε) + ū

(±)
0 (λ∗, θ, t) = 0,

Q
(±)
0 (±∞, θ, t, ε) = 0.

(5.4)

Известно (см., например, [32] ), что задача (5.4) имеет единственное, мо-

нотонное по ξ решение, причем имеют место следующие оценки:

∂Q
(±)
0 (ξ, θ, t, ε)

∂ξ
≥ C0e

−k0|ξ|, |Q(±)
0 (τ, θ, t, ε)| ≤ C ′0e

−k′0|ξ|, (5.5)

где C0, C
′
0, k, k

′ - некоторые положительные константы.

Покажем, как определить функции Q
(±)
i , i = 1, 2 . . . Функции Q

(±)
1

определяются из следующих задач:

∂2Q
(±)
1

∂ξ2 − ∂f̃
(±)
∗

∂u
Q

(±)
1 = r

(±)
1 ,

Q
(±)
1 (0, θ, t, ε) + ū

(±)
1 (λ∗, θ, t) = 0,

Q
(±)
1 (±∞, θ, t, ε) = 0,

(5.6)

где символы ” ∼ ”, ” ∗ ” над и справа от функции означают, что ее

значение берется при аргументе (Q
(±)
0 (ξ, θ, t, ε) + ū

(±)
0 (λ∗, θ, t), λ∗, θ, t, 0),
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а функция имеет следующий вид

r
(±)
1 (ξ, θ, t, ε) := −∂Q

(±)
0

∂ξ
(ξ, θ, t, ε)s(λ∗, θ, t)+

+ ξ

(
∂f̃

(±)
∗

∂u

∂ū
(±)
0

∂r
(λ∗, θ, t) +

∂f̃
(±)
∗

∂r

)
+ ū1(λ

∗, θ, t)
∂f̃

(±)
∗

∂u
+
∂f̃

(±)
∗

∂ε
.

Решение задач (5.6) представляется в явном виде (см., например,

[32]):

Q
(±)
1 (ξ, θ, t, ε) = −ū(±)

1 (λ∗, θ, t)
ṽ(±)(ξ, θ, t, ε)

ṽ(±)(0, θ, t, ε)

+ ṽ(±)(ξ, θ, t, ε)

ξ∫
0

(
ṽ(±)(s, θ, t, ε)

)−2
s∫

±∞

ṽ(±)(η, θ, t, ε)r
(±)
1 (η, θ, t, ε)dηds,

(5.7)

где ṽ(±)(ξ, θ, t, ε) = ∂Q
(±)
0 (ξ,θ,t,ε)
∂ξ , причем ṽ(±)(ξ, θ, t, ε) > 0 в рассматривае-

мой области. Для Q(±)
1 справедлива оценка

|Q(±)
1 (ξ, θ, t, ε)| < C1e

−k1|ξ|, (5.8)

где C1, k1 - некоторые положительные константы.

Функции внутреннего переходного слоя более высоких порядков на-

ходятся из задач, аналогичных задачам для функций Q(±)
1 :

∂2Q
(±)
i

∂ξ2 − ∂f̃
(±)
∗

∂u
Q

(±)
i = r

(±)
i (ξ, θ, t, ε), i = 2, 3, 4, ...,

Q
(±)
i (0, θ, t, ε) + ū

(±)
i (λ∗, θ, t) = 0,

Q
(±)
i (±∞, θ, t, ε) = 0,

(5.9)

где r(±)
i (ξ, θ, t, ε) - известные функции. В частности, для i = 2 имеем:

r
(±)
2 (ξ, θ, t, ε) := −sr(λ∗, θ, t)ṽ(±)ξ − s(λ∗, θ, t)

∂Q
(±)
1

∂ξ
− |∇θ(λ∗, θ, t)|2[

(
∂λ∗1
∂θ

)2 ∂ṽ(±)

∂ξ
−

− 2
∂λ∗1
∂θ

∂ṽ(±)

∂θ
− ∂2λ∗1

∂θ2
ṽ(±) +

∂2Q
(±)
0

∂θ2
]−4θ(λ∗, θ, t)(−ṽ(±)∂λ

∗
1

∂θ
+
∂Q

(±)
0

∂θ
)

+
∂θ

∂t

∂Q
(±)
0

∂θ
+
∂Q

(±)
0

∂t
− (

∂λ∗1
∂θ

∂θ

∂t
+
∂λ∗1
∂t

)ṽ(±) + g
(±)
2 (ξ, θ, t, ε).

(5.10)
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Здесь g
(±)
2 (ξ, θ, t, ε) - коэффициент при ε2, стоящий в разложении

выражения

f (±)(ū(±)(λ∗ + εξ, θ, t, ε) +Q(±)(ξ, θ, t, ε), λ∗ + εξ, θ, t, ε)−

− f (±)(ū(±)(λ∗ + εξ, θ, t, ε), λ∗ + εξ, θ, t, ε)

по степеням ε.

Заметим, что из вида уравнения (5.4) следует, что в функциях

Q
(±)
0 (ξ, θ, t, ε), ṽ(±)(ξ, θ, t, ε), считая θ, t, λ∗ параметрами, мы можем пе-

рейти к другому набору аргументов (ξ, θ, t, λ∗). В дальнейшем мы будем

пользоваться обоими наборами аргументов, для каждого конкретного

случая выбирая наиболее удобный.

Заметим, что формально Q-функции определены для τ ∈ R, одна-

ко фактически они имеют смысл только при |τ | ≤ δ
ε . Для их гладкого

продолжения на всю область D применяется стандартный прием исполь-

зования срезающих функций (см., например, [28]).

Таким образом, формальное построение асимптотики решения с

внутренним переходным слоем для задачи завершено. Перейдем к опре-

делению локализации внутреннего переходного слоя.

5.2.2 Асимптотическое приближение для кривой переходного

слоя

Важнейшая проблема построения асимптотики - это нахождение разло-

жения по малым ε для кривой перехода C(t, ε). Нулевой порядок задает-

ся кривой C0(t), а следующие порядки - функциями λi(t, θ) в уравнении
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(5.2). Для их нахождения используется условие C1− сшивания. Непре-

рывность асимптотики U на кривой выполняется за счет согласованно-

сти асимптотик U (−) и U (+). Потребуем также непрерывности первых

производных асимптотики на этой кривой (условие C1− сшивания):

ε
∂U (+)

∂r

∣∣∣∣
r=λ∗(θ,t,ε)

− ε
∂U (−)

∂r

∣∣∣∣
r=λ∗(θ,t,ε)

= 0. (5.11)

Подставляя асимптотическое разложение (5.3) в условие (5.11), по-
лучим

∂Q
(+)
0 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ
− ∂Q

(−)
0 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ

+ ε

(
∂ū

(+)
0 (λ∗, θ, t)

∂r
+
∂Q

(+)
1 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ
−

(
∂ū

(−)
0 (λ∗, θ, t)

∂r
+
∂Q

(−)
1 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ

))

+ ε2

(
∂ū

(+)
1 (λ∗, θ, t)

∂r
+
∂Q

(+)
2 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ
−

(
∂ū

(−)
1 (λ∗, θ, t)

∂r
+
∂Q

(−)
2 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ

))

+ ... = 0.

(5.12)

Рассмотрим выражение при ε0:

H(λ∗, θ, t) :=
∂Q

(+)
0 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ
− ∂Q

(−)
0 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ
.

Введем функции

ũ(±)(ξ, θ, t, λ∗) := ū
(±)
0 (λ∗, θ, t) +Q

(±)
0 (ξ, θ, t, λ∗),

которые, согласно (5.4) , являются решениями задач

∂2ũ(±)

∂ξ2 = f̃ (±)
∗ ,

ũ(±)(0, θ, t, λ∗) = 0,

ũ(±)(±∞, θ, t, λ∗) = ϕ(±)(λ∗, θ, t),

(5.13)

где символы ” ∼ ”, ” ∗ ” над и справа от функции означают, что ее

значение берется при аргументе (Q
(±)
0 (ξ, θ, t, λ∗) + ū

(±)
0 (λ∗, θ, t), λ∗, θ, t, 0).
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Функция H в обозначениях ũ(±) имеет вид:

H(λ∗, θ, t) =
∂ũ(+)(0, θ, t, λ∗)

∂ξ
− ∂ũ(−)(0, θ, t, λ∗)

∂ξ
. (5.14)

Обозначая

G1(λ
∗, θ, t) :=

∂ū
(+)
0 (λ∗, θ, t)

∂r
+
∂Q

(+)
1 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ
−

(
∂ū

(−)
0 (λ∗, θ, t)

∂r
+
∂Q

(−)
1 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ

)
,

Gi(ε, θ, t) :=
∂ū

(+)
i−1(λ

∗, θ, t)

∂r
+
∂Q

(+)
i (0, θ, t, λ∗)

∂ξ
−

(
∂ū

(−)
i−1(λ

∗, θ, t)

∂r
+
∂Q

(−)
i (0, θ, t, λ∗)

∂ξ

)
, i = 2, 3, ...,

разложим теперь (5.11) в ряд по степеням ε, используя (5.2):

H(0, θ, t) + ε

(
∂H

∂λ∗

∣∣∣∣
λ∗=0

λ1(θ, t) + G1|ε=0

)
+

ε2
(
λ21(θ, t)

2

∂2H

∂λ∗2

∣∣∣∣
λ∗=0

+ λ2(θ, t)
∂H

∂λ∗

∣∣∣∣
λ∗=0

+ λ1(θ, t)
∂G1

∂λ∗

∣∣∣∣
λ∗=0

+ G2|ε=0

)
+ ... = 0. (5.15)

Стандартным образом понижая порядок в уравнении (5.13), можно

получить следующие выражения:

(
ṽ(+)(ξ, θ, t, λ∗)

)2

= 2

0∫
ϕ(+)(λ∗,θ,t)

f (+)(u, λ∗, θ, t, 0)du

(
ṽ(−)(ξ, θ, t, λ∗)

)2

= 2

0∫
ϕ(−)(λ∗,θ,t)

f (−)(u, λ∗, θ, t, 0)du

(5.16)

Можно показать, используя (5.13), что справедливо следующее пред-

ставление для H:
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H(λ∗, θ, t) = − 2

∂Q
(+)
0 (0,θ,t,λ∗)

∂ξ + ∂Q
(−)
0 (0,θ,t,λ∗)

∂ξ

×

×

 0∫
ϕ(−)(λ∗,θ,t)

f (−)(u, λ∗, θ, t, 0)du+

ϕ(+)(λ∗,θ,t)∫
0

f (+)(u, λ∗, θ, t, 0)du

 =

= − 2

∂Q
(+)
0 (0,θ,t,λ∗)

∂ξ + ∂Q
(−)
0 (0,θ,t,λ∗)

∂ξ

ϕ(+)(λ∗,θ,t)∫
ϕ(−)(λ∗,θ,t)

f(u, λ∗, θ, t, 0)du

(5.17)

Введем функцию

I(x, y, t) :=

ϕ(+)(x,y,t)∫
ϕ(−)(x,y,t)

f(u, x, y, t, 0)du. (5.18)

Оказывается, что построение асимптотики для кривой перехода за-

висит существенным образом от свойств функции I(x, y, t). В данной

главе рассматриваются случаи баланса и отсутствия баланса реакции.

О том, какие требования предъявляются при этом для функции I, бу-

дет сказано ниже. Отметим, что построение асимптотики для решения

одинаково для этих обоих случаев.

5.2.3 Случай несбалансированной реакции

Рассмотрим вначале так называемый случай несбалансированной реак-

ции. Ему отвечает следующее требование

(A4) Пусть существует кривая C0(t) ∈ {C̄}, такая, что I(r, θ, t)|r=0 =

= 0, θ ∈ [0, θ0], t ∈ R, где [0, θ0] - это область изменения координаты θ.

В дальнейшем нам также понадобится условие, накладывающее

ограничение на выбор кривой C0(t).
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(A5) Пусть для кривой C0(t) имеет место неравенство

∂I(r, θ, t)

∂r

∣∣∣∣
r=0

< 0, θ ∈ [0, θ0], t ∈ R.

Таким образом, кривая C0(t) определена. В силу условия (А4)

ṽ(−)(0, θ, t, 0) = ṽ(+)(0, θ, t, 0), (5.19)

т.е. ṽ(ξ, θ, t, 0) - непрерывная по ξ функция в рассматриваемой области.

Поэтому здесь и далее индекс (±) в выражениях для ṽ(ξ, θ, t, 0) можно

опустить.

Определим член λ1(θ, t) в разложении (5.2). При ε1 равенство (5.15)

дает
∂Ĥ

∂λ∗
λ1(θ, t) + Ĝ1 = 0, (5.20)

где символ ” ∧ ” над функцией означает, что ее значение берется при

аргументе (0, θ, t).
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Преобразуем выражение при ε в (5.12) :

G1(λ
∗, θ, t) =

=
∂ϕ(+)

∂r
(λ∗, θ, t)− ∂ϕ(−)

∂r
(λ∗, θ, t)+

+ [−ū(±)
1 (λ∗, θ, t)

ṽ
(±)
ξ (0, θ, t, ε)

ṽ(±)(0, θ, t, ε)
]+− + [

s(λ∗, θ, t)

ṽ(±)(0, θ, t, λ∗)

±∞∫
0

(ṽ(±)(η, θ, t, λ∗))2dη]+−

+ [−
∂ϕ(±)

∂r (λ∗, θ, t)

ṽ(±)(0, θ, t, λ∗)

±∞∫
0

ṽ(±)(η, θ, t, λ∗)η
∂f̃

(±)
∗

∂u
dη]+−

+ [− 1

ṽ(±)(0, θ, t, λ∗)

±∞∫
0

ṽ(±)(η, θ, t, λ∗)(η
∂f̃

(±)
∗

∂r
+
∂f̃

(±)
∗

∂ε
)dη]+−

+ [− ū1(λ
∗, θ, t)

ṽ(±)(0, θ, t, λ∗)

±∞∫
0

ṽ(±)(η, θ, t, λ∗)
∂f̃

(±)
∗

∂u
dη]+−

(5.21)

Здесь и далее выражение, заключенное в скобки вида [ ]+−, представляет

собой разность функции, стоящей внутри скобок, взятой с индексом (+)

и той же функции, но взятой с индексом (−). Нетрудно показать, что
±∞∫
0

ṽ(±)(η, θ, t, λ∗)
∂f̃

(±)
∗

∂u
dη = −f (±)(0, λ∗, θ, t, 0)

±∞∫
0

ṽ(±)(η, θ, t, λ∗)η
∂f̃

(±)
∗

∂u
dη = ṽ(±)(0, θ, t, λ∗)

А также

ṽ
(±)
ξ (0, θ, t, ε) = f (±)(0, λ∗, θ, t, 0)

Таким образом выражение для G1(λ
∗, θ, t) принимает вид

G1(λ
∗, θ, t) =

= [
s(λ∗, θ, t)

ṽ(±)(0, θ, t, λ∗)

±∞∫
0

(ṽ(±)(η, θ, t, λ∗))2dη]+− + [− 1

ṽ(±)(0, θ, t, λ∗)

±∞∫
0

ṽ(±)(η, θ, t, λ∗)(η
∂f̃

(±)
∗
∂r

+
∂f̃

(±)
∗
∂ε

)dη]+−
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Подставляя это равенства в (5.20), с учетом (5.7) получим уравне-

ние для нахождения λ1(θ, t):

∂Î

∂r
λ1 +

+∞∫
−∞

(
−ṽ(τ, θ, t, 0)ŝ+

∂f̃

∂r
τ +

∂f̃

∂ε

)
ṽ(τ, θ, t, 0)dτ = 0, (5.22)

где символ ” ∼ ” над функцией означает, что ее значение берется при

аргументе (ũ(±)(τ, θ, t, 0), 0, θ, t, 0).

Уравнение (5.22) разрешимо в силу условия (A5), таким образом,

коэффициент 1-го порядка в разложении (5.2) определен.

Выписывая уравнения, определяющие Q(±)
i , и следующие приближе-

ния в соотношении (5.15), по стандартной схеме получим алгебраические

задачи для λi(θ, t):
∂Î

∂r
λi + fi = 0, i ≥ 1, (5.23)

где fi(θ, t)-известные на i-ом шаге функции.

Таким образом, указан способ определения всех неизвестных функ-

ций λi(θ, t) для некритического случая.

5.2.4 Случай баланса реакции

Случай баланса реакции имеет место, если выполнено следующее требо-

вание тождественного равенства нулю функции I:

(A’4) Пусть I ≡ 0, (x, y, t) ∈ D̄t.

Это условие коренным образом отличает сбалансированный, или кри-

тический, случай от несбалансированного, поскольку, как будет вид-

но далее, оно изменяет алгоритм построения асимптотики и несколько
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усложняет доказательство существования решения с построенной асимп-

тотикой.

В отличие от некритического случая, в рассматриваемом критиче-

ском случае найти кривую C0, зная лишь Q(±)
0 , не удается. Действитель-

но, в силу условия (А’4) получаем, что

ṽ(+)(0, θ, t, r)− ṽ(−)(0, θ, t, r) ≡ 0. (5.24)

Следовательно, уравнения для определения положения кривой пе-

реходного слоя будут следовать из равенства нулю коэффициентов при

степенях ε следующих порядков. Из (5.24) следует, что ṽ(−)(0, θ, t, r) =

= ṽ(+)(0, θ, t, r), т.е. ṽ(ξ, θ, t, r) - непрерывная по ξ функция в рассмат-

риваемой области. Поэтому здесь и далее индекс (±) в выражениях для

ṽ(ξ, θ, r) можно опустить.
Преобразуем выражение при ε2 в (5.12), используя (5.10):

G2(ε, θ, t) :=
∂ū

(+)
1 (λ∗, θ, t)

∂r
+
∂Q

(+)
2 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ
−

(
∂ū

(−)
1 (λ∗, θ, t)

∂r
+
∂Q

(−)
2 (0, θ, t, λ∗)

∂ξ

)

=
∂ū

(+)
1

∂r
(λ∗, θ, t)− ∂ū

(−)
1

∂r
(λ∗, θ, t) + [−ū(±)1 (λ∗, θ, t)

ṽ
(±)
ξ (0, θ, t, ε)

ṽ(±)(0, θ, t, ε)
]+−

+ [− 1

ṽ(±)(0, θ, t, λ∗)

±∞∫
0

ṽ(±)(η, θ, t, λ∗)r
(±)
2 (η, θ, t, λ∗)dη]+−

= [− 1

ṽ(±)(0, θ, t, λ∗)
(
∂2λ∗1
∂θ2
|∇θ|2

±∞∫
0

ṽ2dξ +
∂λ∗1
∂θ

±∞∫
0

ṽ(2|∇θ|2∂ṽ
∂θ

+4θṽ − ∂θ

∂t
ṽ)dξ

− ∂λ∗1
∂t

±∞∫
0

ṽ2dξ +

±∞∫
0

ṽh2dξ)]
+
− = − 1

ṽ(±)(0, θ, t, λ∗)
[
∂2λ∗1
∂θ2
|∇θ(λ∗, θ, t)|2

∞∫
−∞

ṽ2dξ

+
∂λ∗1
∂θ

∞∫
−∞

ṽ(2|∇θ|2∂ṽ
∂θ

+4θ(λ∗, θ, t)ṽ − ∂θ(λ∗, θ, t)

∂t

∣∣∣∣
x,y=const

ṽ)dξ

− ∂λ∗1
∂t

∞∫
−∞

ṽ2dξ +

∞∫
−∞

ṽh2dξ)],

(5.25)
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где h2(λ
∗, ξ, θ, t) - известная функция.

Разложим теперь (5.11) в ряд по степеням ε, используя (5.2) и

учитывая (5.24):

ε G1|ε=0 + ε2

[
λ1(θ, t)

∂G1

∂λ∗

∣∣∣∣
ε=0

+ G2|ε=0

]
+ ε3

[
λ2(θ, t)

∂G1

∂λ∗

∣∣∣∣
ε=0

+
1

2
λ2

1(θ, t)
∂2G1

∂λ∗2

∣∣∣∣
ε=0

+
∂G2

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

+ G3|ε=0

]
... = 0.

(5.26)

Теперь приравнивая к нулю коэффициент при ε в разложении (5.26),

с учетом (5.21), получим:

−

(
4r̂ − ∂r̂

∂t

∣∣∣∣
x,y=const

) +∞∫
−∞

ṽ2(ξ, θ, t, 0)dξ+

+∞∫
−∞

(
∂f̃

∂r
ξ +

∂f̃

∂ε

)
ṽ(ξ, θ, t, 0)dξ = 0

(5.27)

где символ ” ∧ ” над функцией означает, что ее значение берется при

аргументе (0, θ, t).

Потребуем выполнение условия

(A’5) Пусть существует кривая C0(t) ∈ {C̄(t)}, удовлетворяющая

уравнению (5.27).

Таким образом, уравнение для нахождения кривой переходного слоя

в нулевом приближении получено. Теперь определим коэффициент λ1.

Для этого приравняем к нулю член при ε в разложении (5.26).

Используя (5.25), получим уравнение для нахождения λ1(θ, t):

−∂λ1

∂t
m(θ, t) +

∂2λ1

∂θ2 a(θ, t) +
∂λ1

∂θ
b(θ, t) + λ1c(θ, t) = g1(θ, t), (5.28)
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где

m(θ, t) :=

+∞∫
−∞

ṽ2(ξ, θ, t, 0), a(θ, t) := |∇θ̂|2m(θ, t),

b(θ, t) :=

∞∫
−∞

ṽ(2|∇θ|2∂ṽ
∂θ

+4θ(λ∗, θ, t)ṽ − ∂θ(λ∗, θ, t)

∂t

∣∣∣∣
x,y=const

ṽ)dξ,

c(θ, t) :=

∂

[
−
(
4r − ∂r

∂t

∣∣
x,y=const

) +∞∫
−∞

ṽ2dξ +
+∞∫
−∞

(
∂f̃
∂r ξ + ∂f̃

∂ε

)
ṽdξ

]
∂λ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ∗=0

,

g1(θ, t) := −
+∞∫
−∞

ṽh2dξ.

Преобразуем уравнение для λ1 (5.28), разделив его на коэффициент

при производной по времени m(θ, t) > 0. Получим:

−∂λ1

∂t
+
∂2λ1

∂θ2 ã(θ, t) +
∂λ1

∂θ
b̃(θ, t) + λ1c̃(θ, t) = g̃1(θ, t), (5.29)

где ã(θ, t) = a(θ,t)
m(θ,t) и т.д

Пусть функции β̃(t) и α̃(t) определяются из уравнений

dβ̃

dt
− c̄(t)β̃ = p,

dα̃

dt
− c̄(t)β̃ = −p,

(5.30)

где c̄(t) = max
θ∈[0,2π)

c̃(θ, t), p - некоторая константа, значение которой будет

определено далее.

Дополнительные условия β̃(t) = β̃(t+ T ), α̃(t) = α̃(t+ T ).

Введем в рассмотрение оператор

L := − ∂
∂t

+ ã(θ, t)
∂2

∂θ2 + b̃(θ, t)
∂

∂θ
+ c̃(θ, t)− g̃1(θ, t).
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Тогда

L[β̃] = −∂β̃
∂t

+ β̃c̃(θ, t)− g̃1(θ, t) = −p+ (c̃(θ, t)− c̄(t)) β̃ − g̃1(θ, t)

L[α̃] = −∂α̃
∂t

+ α̃c̃(θ, t)− g̃1(θ, t) = p+ (c̃(θ, t)− c̄(t)) α̃− g̃1(θ, t).

Функции β̃(t) и α̃(t) могут быть найдены в явном виде

β̃(t) = Φ(t)β̃0 + Φ(t)

t∫
0

Φ−1(s)pds, α̃(t) = Φ(t)α̃0 − Φ(t)

t∫
0

Φ−1(s)pds,

(5.31)

где

β̃0 =
Φ(T )

1− Φ(T )

T∫
0

Φ−1(s)pds,

α̃0 = − Φ(T )

1− Φ(T )

T∫
0

Φ−1(s)pds, Φ(t) = exp(

t∫
0

c̄(τ)dτ).

Нам потребуется условие

(A’6) Пусть
T∫
0

c̄(τ)dτ < 0 для t ∈ R.

Для постановки задачи для нахождения λ1(θ, t) нам не хватает сле-

дующих периодических граничных условий:

λ1(θ, t) = λ1(θ, t+ T ), λ1(θ, t) = λ1(θ + Θ0, t),

∂λ1(θ, t)

∂θ
=
∂λ1(θ + Θ0, t)

∂θ
, t ∈ R, θ ∈ R.

(5.32)

Уравнение (5.28) с граничными условиями (5.32) имеет единственное

решение в силу условия (A’6). В этом легко убедиться, взяв в качестве

верхнего решения функцию β̃(t), а в качестве нижнего решения α̃(t)

Действительно, в силу условия (A’6) имеем β̃(t) > 0, α̃(t) < 0, c̃(θ, t)−

− c̄(t) ≤ 0 для t ∈ R. Выберем константу p > max
θ∈[0,2π),t∈R

|g̃1(θ, t)|.
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В итоге получаем, что L[β(t)] < 0, L[α(t)] > 0, t ∈ R, а упорядо-

ченность верхнего и нижнего решения выполнена автоматически. Таким

образом, коэффициент λ1 в разложении (5.2) определен.

Выписывая уравнения, определяющие Q(±)
i , и следующие приближе-

ния в соотношении (5.26), получим задачи для λi(θ, t):

−∂λi
∂t

m(θ, t) +
∂2λi

∂θ2 a(θ, t) +
∂λi
∂θ

b(θ, t) + λic(θ, t) = gi(θ, t), (5.33)

где gi(θ, t)-известные на i-ом шаге Т-периодические функции t. Эти зада-

чи с соответствующими граничными условиями также однозначно раз-

решимы в силу условия (A’6).
Отметим, что в отличие от случая нелинейности кубического типа

(см., например, [47]), в рассматриваемом случае разрывной реакции на
фазовой плоскости (ũ, ṽ) сепаратриса, соединяющая точки покоя типа
седла ϕ(−) и ϕ(+), оказывается негладкой кривой. Действительно,

dṽ(+)

dũ(+)

∣∣∣∣∣
ξ=0

− dṽ(−)

dũ(−)

∣∣∣∣∣
ξ=0

=
f̃
(+)
∗

ṽ(+)

∣∣∣∣∣
ξ=0

− f̃
(−)
∗

ṽ(−)

∣∣∣∣∣
ξ=0

=
f(0 + 0, 0, θ, t, 0)− f(0− 0, 0, θ, t, 0)

ṽ
< 0.

Таким образом, формальная асимптотика для кривой перехода в кри-

тическом случае полностью построена.

5.3 Обоснование построенной асимптотики

Обозначим через U (±)
n (x, y, t, ε) частичные суммы порядка n построенных

асимптотических рядов, в которых аргумент ξ у Q-функций заменен на

ξn+1 = (r−
n+1∑
i=1

εiλi(θ, t))/ε, а λ∗ на λ∗n+1 =
n+1∑
i=1

εiλi(θ, t), найденные по ал-

горитму, изложенному в пункте (5.2.3) для некритического и (5.2.4) для

критического случаев. В подобластях D̄(−)
n и D̄

(+)
n , на которые область
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D̄ разделяется кривой r = λ∗n+1, при построении U (±)
n (x, y, t, ε) использу-

ются функции Q(−) и Q(+) соответственно.

В этом пункте проводится доказательство существования решения

задачи (5.1), близкое к построенной асимптотике U (±)
n (x, y, t, ε). Отме-

тим, что для достижения близости порядка O(εn+1) в двух рассматри-

ваемых случаях требуется строить верхние и нижние барьеры различ-

ных порядков (см. далее). Но, поскольку они в обоих случаях отвечают

асимптотике U (±)
n (x, y, t, ε), за ними условимся сохранять индекс n .

Сформулируем и докажем соответствующие теоремы для каждого

случая.

Теорема 5.3.1 Если выполнены условия (А1-А5), то при достаточно

малых ε существует решение u(x, y, t, ε) задачи (5.1), причем имеет

место оценка

|Un(x, y, t, ε, ε)− u(x, y, t, ε)| < Cεn+1, (x, y) ∈ D̄, t ∈ R.

Для доказательства этого утверждения воспользуемся асимптотиче-

ским методом дифференциальных неравенств. Заметим, что функция f

в силу наложенных на нее условий (A1-A3) имеет в точке u = 0 ска-

чок определенного знака: f(0 + 0, x, y, t, ε) − f(0 − 0, x, y, t, ε) ≤ 0. Эта

функция, очевидно, является, каратеодориевой, и для нее справедлив ре-

зультат работ [99], [100] и их развития на случай разрывного источника

в [61]. Верхнее и нижнее решения задачи (5.1) будем строить путем

модификации членов асимптотического ряда аналогично тому, как это
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делалось в [47]:

βn(x, y, t, ε) = ū
(±)
0 (x, y, t) + εū

(±)
1 (x, y, t) + . . .+ εn+2ū

(±)
n+2(x, y, t)

+Q
(±)
0 (ξβ, θ, t, λnβ) + εQ

(±)
1 (ξβ, θ, t, ε) + . . .+ εn+2q(±)(ξβ, θ, t, ε)

+ Πβ(τ, θΓ, t, ε) + εn+2(γ +Q
(±)
n+2(ξβ, θ, t, ε)),

(5.34)

где λnβ(θ, t, ε) = λ∗n+1(θ, t, ε) + εn+2(λn+2(θ, t, ε) − δ0), ξβ = (x −

λnβ(θ, t, ε))/ε,

γ > 0 - постоянная, обеспечивающая выполнение необходимого диффе-

ренциального неравенства, δ0 > 0 - константа, обеспечивающая нера-

венства для скачка производных на кривой переходного слоя. Функции

Q
(±)
i (ξβ, θ, t, ε) определяются из задач (5.9), где λ∗ заменена на λnβ.

Функции q(±)
β необходимы для компенсации изменений, вносимой посто-

янной γ, и определяются из задач

∂2q
(±)
β (ξ, θ, t, ε)

∂ξ2 − ∂f

∂u
(ũ

(±)
β , λnβ, θ, t, 0)q

(±)
β (ξ, θ, t, ε) = rβ(ξ, θ, t, ε)

q
(±)
β (0, θ, t, ε) + γ = 0,

q
(±)
β (±∞, θ, t, ε) = 0.

(5.35)

где

ũ
(±)
β = ũ(±)(ξ, θ, t, λβ), rβ(ξ, t, ε) = γ

(
∂f

∂u
(ũ

(±)
β , λnβ, t, 0)− ∂f

∂u
(ϕ(±), λnβ, t, 0)

)
. (5.36)

Функции Πβ обеспечивают выполнение необходимых дифференциаль-

ных неравенств вблизи границы Γ ( их построение рассматривается, на-

пример, в [32]). Здесь для функций асимптотики во внутренней относи-

тельно кривой Cβ(t, ε) : {r = λβ(t, θ, ε)} области используем обозначение

(+), а во внешней - (−). Нижнее решение αn(x, y, t, ε) имеет аналогичную

структуру.
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Необходимые дифференциальные неравенства проверяются прямым

вычислением, аналогично работе [94]. Для верхнего решения имеем

Nεβn = ε2(4− ∂

∂t
)βn − f(βn, x, y, t, ε) = −εn+2∂f̄

∂u
γ +O(εn+3),

где черта над функцией означает, что ее значение берется при аргументе

(ū0, 0, θ, t, 0). В силу условия (А3) при достаточно малом ε при любом

γ > 0 Nεβn < 0.

Аналогичные неравенства вблизи границы выполняются за счет мо-

дификации погранслойных функций (см., например, [32], и их проверка

в данной работе не рассматривается.

Доказательство упорядоченности верхнего и нижнего решений, т.е.

неравенства βn(x, y, t, ε) ≥ αn(x, y, t, ε), а также неравенства для скачка

производной:(
∂β+

n

∂r
− ∂β−n

∂r

)∣∣∣∣
r

= εn+2 1

ṽ(0, θ, t, 0)

(
∂I(0, θ, t)

∂r
δ0 − γB(θ, t)

)
< 0,

B(θ, t) :=

∫ +∞

−∞
(f̃u − f̄u)ṽ(ξ, θ, t, 0)dξ

(и аналогичного неравенства для αn) проводится так же, как в работе

[94], причем для последнего существенно условие (А5).

Из известных теорем сравнения следует существование решения за-

дачи (5.1), удовлетворяющего неравенству αn(x, y, t, ε) ≤ u(x, y, t, ε) ≤

≤ βn(x, y, t, ε), причем, как следует из построения, αn(x, y, t, ε) −

βn(x, y, t, ε) = O(εn+1), откуда и получаем утверждение теоремы.
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5.3.1 Критический случай

Теорема 5.3.2 Если выполнены условия (А1)-(А3), (А’4-A’6), то при

достаточно малых ε существует решение u(x, y, t, ε) задачи (5.1), при-

чем имеет место оценка

|Un(x, y, t, ε)− u(x, y, t, ε)| < Cεn+1, (x, y) ∈ D̄, t ∈ R.

Как и в предыдущем пункте, асимптотический метод дифференциаль-

ных неравенств позволяет обосновать построенную асимптотику. Верх-

нее и нижнее решения задачи (5.1) будем строить путем модификации

членов асимптотического ряда в виде:

Bn(x, y, t, ε) = ū
(±)
0 (x, y, t) + εū

(±)
1 (x, y, t) + . . .+ εn+3ū

(±)
n+3(x, y, t)

+Q
(±)
0 (ξβ, θ, t, λnβ) + εQ

(±)
1 (ξβ, θ, t, ε) + . . .+ εn+3Q

(±)
n+3(ξβ, θ, t, ε)

+ ΠB(τ, θΓ, t, ε) + εn+3(γ + q
(±)
B (ξβ, θ, t, ε)),

где λnB(θ, t, ε) = λ∗n(θ, t, ε)+εn+2(λn+2(θ, t)−ν), ξB = (x−λnB(θ, t, ε))/ε,

γ > 0 - некоторая постоянная, обеспечивающая выполнение необходи-

мого дифференциального неравенства, ν(x, y, t) > 0 – функция, обеспе-

чивающая неравенства для скачка производных на кривой переходного

слоя, которая будет уточнена ниже. Функции q(±)
B необходимы для ком-

пенсации изменений, вносимой постоянной γ и определяются из задач

(5.35), в которых λnβ заменена на λnB. ΠB обеспечивают выполнение

необходимых дифференциальных неравенств вблизи границы Γ, они та-

кие же, как и в представлении (5.34). Здесь для функций асимптотики

во внутренней относительно замкнутой кривой CB(t, ε) : r = λnB(t, θ, ε)
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области используем обозначение (+), а во внешней - (−). Нижнее реше-

ние An(x, y, t, ε) имеет аналогичную структуру.

Необходимые дифференциальные неравенства проверяются прямым

вычислением:

NεBn = ε2(4− ∂

∂t
)Bn − f(Bn, x, y, t, ε) = −εn+3∂f̄

∂u
γ +O(εn+4).

В силу условия (А3) при достаточно малом ε при любом γ > 0,

NεBn < 0.

Доказательство упорядоченности выполняется совершенно анало-

гично тому, как это было сделано в работе [48].

Для доказательства теоремы остается проверить условие для скачка

производной.
Обозначим через ∂B

(−)
n (λnB(t,θ,ε),θ,t,ε)

∂r , ∂B
(+)
n (λnβ(t,θ,ε),θ,t,ε)

∂r предельные зна-
чения производных по разные стороны от кривой r = λnB(t, θ, ε). Тогда

ε(
∂B

(+)
n (λnB(t, θ, ε), θ, t, ε)

∂r
− ∂B

(−)
n (λnB(t, θ, ε), θ, t, ε)

∂r
) =

=
εn+3

ṽ(0, θ, t, 0)
(−dν

dt
m(t) + a(θ, t)

∂2ν

∂θ2
+ b(θ, t)

∂ν

∂θ
+ c(t)ν − γB(θ, t)) +O(εn+4).

(5.37)

Пусть ν(x, y, t) = β̃(t) > 0 (функция β̃(t) определена в (5.30)). Очевид-

но, что условие (А’6) обеспечивает отрицательный знак скачка произ-

водной в (5.37).

Все соответствующие неравенства для нижнего решения An(x, t, ε)

проверяются аналогично. Таким образом, все необходимые условия из-

вестных теорем о дифференциальных неравенствах выполнены, а зна-

чит, существует решение задачи (5.1), удовлетворяющего неравенству

An(x, y, t, ε) ≤ u(x, t, ε) ≤ Bn(x, y, t, ε), причем, как следует из построе-

ния, An(x, y, t, ε)−Bn(x, y, t, ε) = O(εn+1), что и влечет за собой утвер-
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ждение теоремы.

5.4 Асимптотическая устойчивость решения.

Периодические решения задачи (5.1) можно рассматривать как решения

соответствующей начально-краевой задачи на полубесконечном проме-

жутке времени:

Nε(v) := ε2

(
4v − ∂v

∂t

)
− f(v, x, y, t, ε) = 0,

(x, y, t) ∈ Dt+ := {(x, y, t) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, 0 < t <∞},
∂u

∂nΓ
(x, y, t, ε) = 0, (x, y) ∈ Γ, 0 < t <∞,

v(x, y, 0, ε) = v0(x, y, ε), (x, y) ∈ D̄.

(5.38)

Очевидно, что если v0(x, y, ε) = u(x, y, 0, ε), где u(x, y, t, ε) - ре-

шение периодической задачи (5.1), то и задача (5.38) имеет решение

v(x, y, t, ε) = u(x, y, t, ε). Исследование его устойчивости основано на

асимптотическом методе дифференциальных неравенств. Будем искать

верхнее и нижнее решения задачи (5.38) в виде

α(x, y, t, ε) = u(x, y, t, ε) + e−Λ(ε)t(αn(x, y, t, ε)− u(x, y, t, ε)),

β(x, y, t, ε) = u(x, y, t, ε) + e−Λ(ε)t(βn(x, y, t, ε)− u(x, y, t, ε)),

где Λ(ε) > 0 будет указана ниже. Очевидно, что α < β, и для провер-

ки классических теорем о дифференциальных неравенствах для пара-

болических систем из [55] достаточно показать, что Nεβ < 0, Nεα > 0.

Подставляя указанные выше выражения для функций α и β и учитывая,

что u является решением уравнения (5.1), нетрудно получить требуемые
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неравенства как для некритического, так и для критического случаев.

Например, выражение для Nεβ преобразуется к такому виду (для крат-

кости в следующих формулах все аргументы у функций f, fu опущены,

кроме первого):

Nεβ = e−Λt{[ε2(−∂βn
∂t

+4βn)− f(βn)] + [ε2(−∂u
∂t

+4u)− f(u)]

+ [f(βn)− f(u)− f ∗u · (βn − u)] + ε2Λ(βn − u)}.

Здесь символ ” ∗ ” справа от функции означает, что ее значение берется

при аргументе u(x, y, t, ε) + θe−Λ(ε)t(αn(x, y, t, ε)− u(x, y, t, ε)), 0 < θ < 1.

Проведем оценки для каждого случая.

В несбалансированном случае воспользуемся тем, что ε2(−∂βn
∂t +

4βn− f(βn) = −γf̄uεn+2 +O(εn+3), где γ > 0, βn− u = O(εn+1), f(βn)−

F (u)− f ∗u(βn− u) = O(ε2n+2) и выбирая Λ(ε) = Λ0, а γ достаточно боль-

шим, получаем Nεβ = e−Λ0t(−γf̄uεn+2 + O(ε2n+2) + Λ0O(εn+3)) < 0 при

n ≥ 0. Аналогично проверяется неравенство Nεα > 0. Таким образом, в

некритическом случае построенное выше периодическое решение устой-

чиво с областью влияния по крайней мере [α0(x, y, 0, ε), β0(x, y, 0, ε)], ши-

рина этой области составляет величину порядка O(ε1).

В критическом случае проведем аналогичные оценки: ε2(−∂Bn

∂t +

4Bn) − f(Bn) = −γf̄uεn+3 + O(εn+4), где γ > 0, Bn − u = O(εn+1),

f(Bn) − f(u) − f ∗u(Bn − u) = O(ε2n+2). Выбирая Λ(ε) = Λ0 достаточ-

но малым, а γ достаточно большим, получаем NεB = e−Λ0t(−γf̄uεn+3 +

O(ε2n+2) + Λ0O(εn+3)) < 0 при n ≥ 1. Аналогично проверяется неравен-

ство
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NεA > 0. Итак, построенное выше периодическое решение устойчиво с

областью влияния по крайней мере [A1(x, y, 0, ε),B1(x, y, 0, ε)], ширина

этой области - величина порядка O(ε2).

Таким образом, справедливы следующие теоремы.

Теорема 5.4.1 Пусть выполнены условия (А1)-(А5). Тогда решение

u(x, y, t,ε) задачи (5.1) асимптотически устойчиво по Ляпунову с обла-

стью устойчивости по крайней мере [α0(x, y, 0, ε), β0(x, y, 0, ε)], и, сле-

довательно, u(x, y, t,ε) - единственное решение задачи (5.1) в этой об-

ласти.

Теорема 5.4.2 Пусть выполнены условия (А1)-(А3), (А’4)-(А’6) .

Тогда решение u(x, y, t,ε) задачи (5.1) асимптотически устой-

чиво по Ляпунову с областью устойчивости по крайней мере

[A1(x, y, 0, ε),B1(x, y, 0, ε)], и, следовательно, u(x, y, t,ε) - единственное

решение задачи (5.1) в этой области.
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5.5 Пример периодической контрастной структур

типа ступеньки

5.5.1 Несбалансированный случай

Рассмотрим задачу:

Nε(u) := ε2

(
4u− ∂u

∂t

)
− f(u, x, y, t) = 0,

D = {(x, y) : x2 + y2 < 100},

(x, y, t) ∈ Dt := {(x, y, t) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, t ∈ R},
∂u

∂nΓ
(x, y, t, ε) = 0, (x, y) ∈ Γ, t ∈ R,

u(x, y, t, ε) = u(x, y, t+ T, ε), (x, y) ∈ D̄, t ∈ R,

(5.39)

где

f (u, x, y, t) =


f (+) (u, x, y, t) = u− d2(t), если u ≥ 0 (x, y) ∈ D̄, t ∈ R;

f (−) (u, x, y, t) = u+ x2 + y2, если u < 0 (x, y) ∈ D̄, t ∈ R,

d(t) > 0 – некоторая T - периодическая функция.
Для задачи (5.39) получаем, что ϕ(−)(x, y, t) = −(x2 + y2),

ϕ(+)(x, y, t) = d2(t), тогда

f (u, x, y, t) =


f (+) (u, x, y, t) = u− ϕ(+)(x, y, t) если u ≥ 0 (x, y) ∈ D̄, t ∈ R;

f (−) (u, x, y, t) = u− ϕ(−)(x, y, t), если u < 0 (x, y) ∈ D̄, t ∈ R.

В этом случае кривая C0(t) - это окружность, описываемая уравне-

нием x2 + y2 = d2(t), где d(t) – ее радиус. В самом деле, в локальной

системе координат (r, θ) для кривой C0, где θ ∈ [0, 2π) - угол между

вектором {x, y} и осью x, имеем ϕ(−) = −(r − d)2,
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I(r, θ, t) =

ϕ(+)(r,θ,t)∫
ϕ(−)(r,θ,t)

f(u, r, θ, t, 0)du =

0∫
ϕ(−)(r,θ,t)

(u− ϕ(−)(r, θ, t))du+

ϕ(+)(r,θ,t)∫
0

(u− ϕ(+)(r, θ, t))du

= −1

2

[(
ϕ(+)(r, θ, t)

)2
−
(
ϕ(−)(r, θ, t)

)2]
= −1

2

[
(d(t))4 − (r − d(t))4

]
,

(5.40)

откуда следует, что I(0, θ, t) = 0, т.е. условие (А4) выполнено и C0 -

действительно кривая переходного слоя. Далее, в выбранной локальной

системе координат имеем

∂I(r, θ, t)

∂r

∣∣∣∣
r=0

=
1

2

∂
(
ϕ(−)(r, θ, t)

)2

∂r

∣∣∣∣∣
r=0

= −2(d(t))3 < 0, (5.41)

т.е. условие (А5) также выполнено. Задачи (5.13) для определения ũ(±)

примут вид

∂2ũ(±)

∂ξ2 = u− ϕ(±)(λ∗, θ, t),

ũ(±)(0, θ, t, λ∗) = 0,

ũ(±)(±∞, θ, t, λ∗) = ϕ(±)(λ∗, θ, t)

(5.42)

и имеют, как нетрудно убедиться, решения ũ(±) = ϕ(±)(λ∗, θ, t)(1 −

exp(∓ξ)). Тогда для функций ṽ получим выражения ṽ(±) =

±ϕ(±)(λ∗, θ, t) exp(∓ξ).

Тогда для асимптотики решения в нулевом порядке имеем выраже-

ние (пограничный слой в нулевом приближении отсутствует):

U
(±)
0 (x, y, t, ε) = ϕ(±)(x, y, t)(1− exp(∓ξ0)),

где ξ0 =

(
d(t)−
√
x2+y2

)
ε . Согласно теоремам 1 и 3, существует асимптоти-

чески устойчивое по Ляпунову решение u(x, y, t, ε) задачи (5.39) в виде
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Рис. 5.1: Численное решение задачи (5.39) при t = 0.

контрастной структуры типа ступенька, для которого справедлива оцен-

ка |U (±)
0 (x, y, t, ε)− u(x, y, t, ε)| = O(ε).

На рисунках 5.1, 5.2 и 5.3 изображены результаты численного экс-

перимента, проведенного с помощью программы “Wolfram Mathematica”

при ε = 0.1, T = 0.25 и d(t) = 2+sin (8πt). На рисунке 5.3, а) видно, что

решение соответствующей начально-краевой задачи быстро выходит на

периодическое решение.
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Рис. 5.2: Асимптотика нулевого порядка (сплошная кривая) и численное решение (пунк-

тирная кривая) для задачи (5.39) в сечении плоскостью y = 0 в моменты времени а)

t = 0, б) t = T/4 = 1/16. Корни вырожденного уравнения ϕ(+) и ϕ(−) изображены штрих-

пунктирными линиями.

5.5.2 Случай баланса разрывной реакции

Рассмотрим задачу:

Nε(u) := ε2

(
4u− ∂u

∂t

)
− f(u, x, y, t, ε) = 0,

D = {(x, y) : x2 + y2 < 100},

(x, y, t) ∈ Dt := {(x, y, t) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, t ∈ R},
∂u

∂nΓ
(x, y, t, ε) = 0, (x, y) ∈ Γ, t ∈ R,

u(x, y, t, ε) = u(x, y, t+ T, ε), (x, y) ∈ D̄, t ∈ R,

(5.43)

где

f (u, x, y, t, ε) =


f (+) (u, x, y, t, ε) = u−A+ εw(x, y, t), если u ≥ 0 (x, y) ∈ D̄, t ∈ R;

f (−) (u, x, y, t) = u+A, если u < 0 (x, y) ∈ D̄, t ∈ R,

A – положительная константа, а функция

w(t) = −
(

1

d(t)
+ ḋ(t)

)
A, (5.44)

где d(t)– некоторая T - периодическая функция, например, d(t) = 5 +

+ sin (2π
T t). Для задачи (5.43) получаем, что
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Рис. 5.3: a) Численное решение начально-краевой задачи, соответсвующей задаче (5.39),

в сечении плоскостью y = 0. Начальное условие выбрано в виде функции v0(x, y, t) ≡ 1. б)

Соединительная сепаратриса на фазовой плоскости (ũ, ṽ), соответствующей задачи (5.39)

в моменты времени t = 0 (нижний график) и t = T/4 = 1/16 (верхний график).

ϕ(−)(x, y, t) = −A, ϕ(+)(x, y, t) = A, тогда

f (u, x, y, t, ε) =


f (+) (u, x, y, t, ε) = u− ϕ(+) + εw(x, y, t) если u ≥ 0 (x, y) ∈ D̄, t ∈ R;

f (−) (u, x, y, t) = u− ϕ(−), если u < 0 (x, y) ∈ D̄, t ∈ R.

В этом случае кривая C0(t) - это окружность, описываемая уравне-

нием x2 + y2 = d2(t), где d(t) – ее радиус. В самом деле, в локальной

системе координат (r, θ) для кривой C0, где θ ∈ [0, 2π) - угол между

вектором {x, y} и осью x, имеем

I(r, θ, t) =

ϕ(+)(r,θ,t)∫
ϕ(−)(r,θ,t)

f(u, r, θ, t, 0)du = −1

2

[(
ϕ(+)(r, θ, t)

)2
−
(
ϕ(−)(r, θ, t)

)2]
≡ 0, (5.45)

т.е. условие (А’4) выполнено.

Нетрудно убедиться, что ũ(±) = ±A(1−exp(∓ξ)). Тогда для функций
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ṽ получим выражения ṽ(±) = A exp(∓ξ).

Далее, переходя к полярным координатам R =
√
x2 + y2 и θ и учи-

тывая, что r = d(t)−R, получаем

4r(r, θ, t) =
1

R

∂

∂R

(
R
∂

∂R
(d(t)−R)

)
= −1/R =

1

r − d(t)
,

∂r

∂t

∣∣∣∣
x,y=const

=
∂

∂t
(d(t)−

√
x2 + y2) = ḋ(t).

Далее, имеем

m =

+∞∫
−∞

ṽ2(ξ, θ, t, 0)dξ = A2,
∂f̃

∂r
≡ 0,

+∞∫
−∞

∂f̃

∂ε
ṽ(ξ, θ, t, 0)dξ = Aw(t),

откуда получаем равенство (5.27):

−
(

1

−d(t)
− ḋ(t)

)
A2 + Aw(t) = 0, (5.46)

которое является верным в силу задания функции w(t) по формуле

(5.44), т.е условие (A’5) выполнено.

Далее, сосчитаем коэффициент c̃(θ, t):

c̃(θ, t) :=
1

A2

∂
[(

1
r−d(t) − ḋ(t)

)
A2 + Aw(t)

]
∂r

∣∣∣∣∣∣
r=0

= −1/ (d(t))2 < 0.

Таким образом, условие (А’6) выполнено.

Тогда для асимптотики решения в нулевом порядке имеем выраже-

ние (пограничный слой в нулевом приближении отсутствует):

U
(±)
0 (x, y, t, ε) = ±A(1− exp(∓ξ0)),

где ξ0 =

(
d(t)−
√
x2+y2

)
ε .
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Согласно теоремам 2 и 4, существует асимптотически устойчивое по

Ляпунову решение u(x, y, t, ε) задачи (5.39) в виде контрастной струк-

туры типа ступенька, для которого справедлива оценка |U (±)
0 (x, y, t, ε)−

− u(x, y, t, ε)| = O(ε).

На рисунке 5.4 б) изображены результаты численного эксперимента,

проведенного с помощью программы “Wolfram Mathematica” при ε =

= 0.1, T = 2π и d(t) = 2 + sin (t).

a)

-4 -2 2 4
x

-4

-2

2

4

u

б)

Рис. 5.4: На графиках для момента времени t = π/20 представлены а) асимптотика нуле-

вого порядка и б) асимптотика нулевого порядка (сплошная кривая) и численное решение

(пунктирная кривая) для задачи (5.43) в сечении плоскостью y = 0 (корни вырожденного

уравнения ϕ(+) и ϕ(−) изображены штрих-пунктирными линиями).
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Заключение

Диссертационная работа посвящена теоретическому исследованию нели-

нейных сингулярно возмущенных уравнений реакция-диффузия, ключе-

вой особенностью которых является разрыв реактивного слагаемого.

Перечислим основные результаты работы.

– Получены условия, при которых в рассматриваемых задачах суще-

ствуют решения, содержащие внутренний переходный слой.

– Разработан алгоритм построения асимптотических разложений для

данного класса задач.

– Доказаны теоремы существования, локальной единственности и

асимптотической устойчивости по Ляпунову.

– Асимптотический метод дифференциальных неравенств развит в

применении к новому классу задач с разрывными нелинейностями.

Методы исследования, предложенные в диссертационной работе, мо-

гут быть обобщены на уравнения произвольной размерности по про-

странственным переменным, а также на более сложные задачи, напри-

мер, на задачи для систем уравнений и прикладные задачи, связанные с

моделями биофизики и перколяции. Также результаты диссертационной
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работы могут быть использованы для разработки численных методов

решения жестких задач с разрывными нелинейностями.
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