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Ââåäåíèå

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìîäåëè ôèëüòðàöèè âÿçêîé æèäêî-

ñòè â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé îáëàñòè ñ ó÷åòîì àáñîðáöèè, îðèåíòèðîâàííîé íà

ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè ëèìôû â ëèìôàòè÷åñêîì óçëå.

Àêòóàëüíîñòü

Ìîäåëè ëèìôîóçëà ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ìíîãîìàñøòàáíûõ

ìîäåëåé ëèìôàòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñóùåñòâóåò íåìàëî ðàáîò ïîñâÿùåííûõ ïî-

ñòðîåíèþ ìîäåëè ëèìôàòè÷åñêîé ñèñòåìû, ïåðâîé èç êîòîðûõ áûëà ìîäåëü

Ðåääè è ñîàâòîðîâ [1,2], ñîñòîÿùàÿ èç 28 ëèìôàòè÷åñêèõ ñîñóäîâ è ïðîòîêîâ,

è ó÷èòûâàþùàÿ ïóëüñàöèþ ñòåíîê ñîñóäîâ. Â ðàáîòå Ìàêäîíàëüä è ñîàâòî-

ðîâ [3] áûëà ðàçâèòà ìîäåëü ïóëüñàöèè ñîñóäîâ. Â ðàáîòàõ Ñ.È. Ìóõèíà è

À.Ñ. Ìîçîõèíîé [4�6] áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü ëèìôàòè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòî-

ÿùàÿ èç áîëåå ÷åì 300 ëèìôàòè÷åñêèõ ñîñóäîâ è áîëåå ÷åì 150 ëèìôîóçëîâ.

Äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèå ëèìôû â ñî-

ñóäàõ áûëî íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëè äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ ëèìôû â ëèìôîóçëå, îðèåíòèðîâàííîé íà äàëü-

íåéøåå èñïîëüçîâàíèå â ìîäåëÿõ ëèìôàòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïåðâûå øàãè â

ïîñòðîåíèè òàêèõ ìîäåëåé ñäåëàíû â ðàáîòàõ [7,8], ãäå äâèæåíèå ëèìôû ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êàê ôèëüòðàöèîííîå òå÷åíèå â ïîðèñòîé ñðåäå. Êàê îòìå÷åíî

â ðàáîòå [9], ¾â ëèìôàòè÷åñêèõ óçëàõ èìååò ìåñòî ñîïðÿæåíèå ëèìôàòè÷å-

ñêîé è êðîâåíîñíîé ñèñòåì öèðêóëÿöèè æèäêîñòè â îðãàíèçìå. Ïðè ýòîì îá-

ùèé áàëàíñ æèäêîñòè â ëèìôàòè÷åñêîì óçëå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì äàâëåíèÿ,
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ïðîíèöàåìîñòüþ è ðàñïîëîæåíèåì êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ, â ÷àñòíîñòè, âåíóë

âûñîêîãî ýíäîòåëèÿ [10, 11]. Â ðàìêàõ óïðîùåííîãî ðàññìîòðåíèÿ ñòðóêòó-

ðû ëèìôàòè÷åñêîãî óçëà, åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîðîäíóþ îáëàñòü

ñ âêëþ÷åíèÿìè ïîäîáëàñòåé, îòëè÷àþùèõñÿ ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ

è ñîäåðæàùèõ èñòî÷íèêè-ñòîêè, êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþò âåíóëû âûñîêîãî

ýíäîòåëèÿ [12]. Ñîãëàñíî îöåíêàì ðàáîòû [8], õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ

ëèìôû âî âíóòðåííèõ îáëàñòÿõ ëèìôàòè÷åñêîãî óçëà íå ïðåâûøàþò 6 ìèê-

ðîìåòðîâ â ìèíóòó, ò.å. 10−4 ìì/ñåê. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà

îöåíåíû êàê Re < 1, ÷òî óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ

âÿçêîñòè ëèìôû íà îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ¿.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè êëàñ-

ñè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ëèíåéíîé ïîðèñòîé ñðåäû, ïîä÷èíÿþùåéñÿ çàêîíó

Äàðñè. Èñòîðè÷åñêè ðàçâèòèå ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèëüòðàöèîííûõ òå-

÷åíèé, ïîä÷èíÿþùèõñÿ çàêîíó Äàðñè, ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ çàäà÷àìè

äâèæåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä è íåôòåäîáû÷è. Â íàøåé ñòðàíå áîëüøîé âêëàä

â ðàçâèòèå ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ âíåñëà Ãîëóáåâà Î.Â., ñîçäàâøàÿ âìåñòå

ñ ó÷åíèêàìè ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ øêîëó ïî òåîðèè äâóìåðíûõ ôèëüòðàöèîí-

íûõ òå÷åíèé íà îñíîâå òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è êîíôîðìíûõ îòîáðà-

æåíèé. Ðàçâèòèå ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ åñòåñòâåí-

íîé êîíâåêöèè â ïîðèñòûõ ñðåäàõ âîñõîäèò ê ðàáîòàì Chan BKC è äð. [13]

1970 ã., ãäå èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (�nite di�erence method �

FDM), Hickox CE, Gartling DK. [14, 15], ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ (�nite element method � FEM), Prasad V, Kulacki FA. [16] ñ ïðèìå-

íåíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ (�nite volume method � FVM). Â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è êîíå÷íûõ îáúåìîâ ïîëó÷èëè øèðîêîå

ðàçâèòèå ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå â ñëîæíûõ

íåîäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ (ñì., íàïðèìåð ðàáîòû [17�20]).

Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ îäíîðîäíûõ ïîä-

îáëàñòåé âîçìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äàííûé ìåòîä ýôôåêòèâåí â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè åñëè âîçìîæ-

íî ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ÷åðåç

èíòåãðàëû ïî ãðàíèöå îáëàñòè, â êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à, è ãðàíèöàì ðàçäå-

ëà îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Òàêîé ïîäõîä èìååò ðÿä äîñòîèíñòâ ïî

ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè, â êîòîðûõ çàäà÷à ðåøàåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

5



íî â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè. Âî-ïåðâûõ, â ìåòîäå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëü-

íûõ óðàâíåíèé ôàêòè÷åñêè ñíèæàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ðåøàåìîé çàäà÷è � òàê

äëÿ òðåõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ âîçíèêàþò ïîâåðõíîñòíûå (ò.å. äâóìåðíûå)

èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïðè äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü

ðàñ÷åòíóþ ñåòêó òîëüêî íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ, íåò íåîáõîäèìîñòè ñòðîèòü

ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó. Ñàìè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âíå ãðàíè÷-

íûõ ïîâåðõíîñòåé îáû÷íî âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî, çà ñ÷åò ýòîãî óäàåòñÿ äîáèòü-

ñÿ ñòðîãîãî âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íà ÷èñëåííîì ðåøåíèè. Âîçíè-

êàþùèå ïðèáëèæåííûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

÷àñòî ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå è ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëû îò èñ-

êîìûõ ôóíêöèé, ïðè÷åì áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè òî÷íîñòè, ïî ñðàâíåíèþ ñ

òî÷íîñòüþ íàõîæäåíèÿ ñàìèõ ôóíêöèé.

Ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ê çàäà÷àì ôèëü-

òðàöèè ðàçâèòû â ðàáîòàõ Â.Ô.Ïèâíÿ è åãî ó÷åíèêîâ, ãäå ñíà÷àëà ðàññìàò-

ðèâàëèñü äâóìåðíûå òå÷åíèÿ (ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòèõ

èññëåäîâàíèé ìîæíî íàéòè â [21]). Òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè æèäêîñòè

áûëà ðàçâèòà â ñòàòüå Ëèôàíîâà È.Ê., Ïèâíÿ Â.Ô., Ñòàâöåâà Ñ.Ë. [22] (ñì.

òàêæå, [21]). Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìîòðåíû òå÷åíèÿ â êóñî÷íî-

îäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ ñ ðàçíûìè òèïàìè âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ãðàíèö, îò-

ëè÷àþùèõñÿ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ñâîé-

ñòâàìè. Îäíàêî, â ýòèõ ðàáîòàõ íå ðàññìàòðèâàëèñü òå÷åíèÿ ñ âÿçêîñòüþ è

àáñîðáöèåé, ÷òî âàæíî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ëèìôû â ëèìôîóçëå.

Ðåøåíèå çàäà÷ ôèëüòðàöèè âÿçêîé æèäêîñòè, ïîä÷èíÿþùåéñÿ çàêîíó

Äàðñè-Áðèíêìàíà, ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (boundary

elements method � BEM) ðàññìîòðåíî â ðàáîòàõ [23, 24]. Îäíàêî â ýòèõ ðà-

áîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî äâóìåðíûå çàäà÷è, ïðè÷åì, â îäíîðîäíîé îá-

ëàñòè, ãäå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñòàâèòñÿ òîëüêî íà âíåøíåé ãðàíèöå. Â ðàáî-

òàõ [25�27], îïÿòü òàêè, äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ ïðèìåíåí ìåòîä ôóíäàìåíòàëü-

íûõ ðåøåíèé (method of fundamental solutions � MFS). Ýòîò ìåòîä áëèçîê ê

ìåòîäó ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, îòëè÷àÿñü îò íåãî òåì, ÷òî ðåøåíèå èùåòñÿ â

âèäå ñóïåðïîçèöèè ÷àñòíûõ ðåøåíèé - ôóíêöèé âëèÿíèÿ èñòî÷íèêîâ, êîòî-

ðûå ðàçìåùåíû âíå îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ñèíãóëÿðíîñòè

ïðè çàïèñè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé êàê â ðàìêàõ

ìîäåëè Äàðñè, òàê è â ðàìêàõ ìîäåëè Äàðñè-Áðèíêìàíà, íàøëè ïðèìåíåíèå

êîìáèíèðîâàííûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå èäåè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ê òàêèì ìåòîäàì ìîæíî îòíåñòè ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòÿì

(Boundary-Domain Integral Method � BDIM) [28, 29] è ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ c äâîéíîé âçàèìíîñòüþ (Dual Reciprocity Boundary Element Method

� DRBEM) [30, 31]. Â ïåðâîì ñëó÷àå îáëàñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ

íà ÿ÷åéêè, íà ãðàíèöàõ êîòîðûõ çàïèñûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ

ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîé ñõåìû. Â ðàáîòàõ [28, 29] òàêîé ìåòîä ãðàíè÷íûõ èí-

òåãðàëîâ ïî îáëàñòÿì (BDIM) áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ôèëüòðà-

öèè â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè ïîðèñòîé ñðåäû Äàð-

ñè�Áðèíêìàíà è â ôîðìóëèðîâêå ñêîðîñòü � çàâèõðåííîñòü. Â ìåòîäå ãðà-

íè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ äâîéíîé âçàèìíîñòüþ (DRBEM) èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñè-

ìàöèÿ íåèçâåñòíîãî ïîëÿ â îáëàñòè òå÷åíèÿ íàáîðîì ãëîáàëüíûõ áàçèñíûõ

ôóíêöèé. Äàëåå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ íåèçâåñòíîãî

ïîëÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì èñïîëüçóþòñÿ ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-

íèå, à òàêæå äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëüíûå è ôóíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ,

ïîëó÷àåìûå àïïðîêñèìàöèåé èñêîìîãî ïîëÿ íà ñåòêå â îáëàñòè ðåøåíèÿ çàäà-

÷è. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ ñ ïðèìåíåíè-

åì ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëåå ïðîñòîìó óðàâíåíèþ,

÷åì ðåøàåìîå. Òàê â ðàáîòå [30] òàêîé ïîäõîä ïðèìåíåí ê ðåøåíèþ äâóìåðíîé

çàäà÷è ôèëüòðàöèè íà îñíîâå çàêîíà Äàðñè-Áðèíêìàíà.

Â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëîñü ìîäåëèðîâàíèå òå-

÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è êîìáèíèðîâàííûìè

ìåòîäàìè, ðàçâèòû ãëàâíûì îáðàçîì ïîäõîäû ê ðåøåíèþ äâóìåðíûõ çàäà÷.

Ê òîìó æå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ òå÷åíèÿ â îäíîé îáëàñòè, ñ ïîñòàíîâêîé

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âíåøíåé ãðàíèöå. Ñïåöèôèêà çàäà÷, ðàññìàòðèâàå-

ìûõ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå

â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé îáëàñòè, èìåþùåé ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: îäíà îñíîâ-

íàÿ îáëàñòü ìîæåò ñîäåðæàòü îäíó èëè íåñêîëüêî ïîäîáëàñòåé (âêëþ÷åíèé).

Ïðè ýòîì ñòàâÿòñÿ êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå âíåøíåé îáëàñòè, òàê

óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ âêëþ÷åíèé. Ñîîòâåòñòâåííî ãðàíè÷íûå èí-

òåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ êàê íà âíåøíåé ãðàíèöå îñíîâíîé îá-

ëàñòè, òàê è íà ãðàíèöàõ âêëþ÷åíèé. Êîíå÷íî, çäåñü ìîãóò âîçíèêàòü î÷åíü

7



ðàçíîîáðàçíûå êðàåâûå çàäà÷è. Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû êàê íåêîòîðûå

òèïîâûå ìîäåëüíûå çàäà÷è, òàê è ñïåöèôè÷åñêèå çàäà÷è, èìåþùèå ïðèëîæå-

íèå ê ìîäåëèðîâàíèþ òå÷åíèÿ ëèìôû â ëèìôîóçëå.

Â ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëÿõ ëèìôîóçëà [7, 8] äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè è

äàâëåíèÿ ëèìôû èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ìîäåëè Ò. Ðî-

óç è ñîàâòîðîâ [7] ôèëüòðàöèîííîå òå÷åíèå æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëü-

íûì è îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Äàðñè, à ãèäðàâëè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, ò.å. çàäà÷à ðåøàåòñÿ â íåîäíîðîäíîé îáëàñòè. Â ðàáîòå

Äæ. Ìóðà è ñîàâòîðîâ [8] ïîñòðîåíà êóñî÷íî-îäíîðîäíàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè

æèäêîñòè, ïðè÷åì ôèëüòðàöèîííîå òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ âÿçêèì è îïèñûâàåòñÿ

çàêîíîì Äàðñè-Áðèíêìàíà. Êðîìå òîãî âàæíóþ ðîëü â ïðè ìîäåëèðîâàíèè

òå÷åíèÿ ëèìôû â ëèìôîóçëå èãðàåò àáñîðáöèÿ (âñàñûâàíèå), âûçâàííàÿ îá-

ìåíîì ìåæäó êðîâåíîñíîé è ëèìôàòè÷åñêîé ñèñòåìîé. Äëÿ ó÷åòà âñàñûâà-

íèÿ ëèìôû â êðîâü â [7, 8] èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Ñòàðãëèíãà, ñâÿçûâàþùàÿ

äèâåðãåíöèþ ïîëÿ ñêîðîñòåé ñ äàâëåíèåì æèäêîñòè. Äàííûå ðàáîòû ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðâûé øàã â ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé òàêîãî òèïà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ ëèìôû â ëèìôîóçëå

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñòàöèîíàðíîì òðåõìåðíîì ôèëüòðàöèîííîì òå÷åíèè

âÿçêîé æèäêîñòè â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå, â òîì ÷èñëå, ñ ó÷åòîì àáñîðá-

öèè. Òàêîå òå÷åíèå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Äàðñè-Áðèíêìàíà è óðàâíåíèþ Ñòàð-

ëèíãà. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òàêîãî òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîëå ñêî-

ðîñòåé ôèëüòðàöèè ìîæåò èìåòü íåíóëåâûå ðîòîð è äèâåðãåíöèþ.

Êðàòêîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ

Ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ïðè

ôèëüòðàöèîííîì òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè, ïîä÷èíÿþùåéñÿ çàêîíó Äàðñè-

Áðèíêìàíà. Ïîñòðîåíû èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ òèïîâ çàäà÷

ôèëüòðàöèè: âÿçêîå òå÷åíèå â îäíîðîäíîé îáëàñòè, òå÷åíèå ñ âñàñûâàíèåì

æèäêîñòè (íåíóëåâîé äèâåðãåíöèåé), çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëîâ

ñðåä, ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå â äâóõ îáëàñòÿõ ñî âñàñûâàíèåì, âÿçêîå òå÷åíèå

â ñèñòåìå îáëàñòåé ñî âñàñûâàíèåì. Ïîñòðîåíû ÷èñëåííûå ñõåìû ðåøåíèÿ
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äàííûõ çàäà÷ è ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ íà ÿçûêå Fortran95, ðå-

àëèçóþùèé äàííûå ñõåìû. Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííûõ ñõåì íà ìî-

äåëüíûõ ïðèìåðàõ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî ôèëüòðàöèè ëèìôû â ëèìôîóçëå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîñòðîåííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôèëüòðàöèîííîãî òå÷å-

íèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé îáëàñòè, ïîä÷èíÿþùååñÿ çàêî-

íó Äàðñè-Áðèíêìàíà, â òîì ÷èñëå ñ ó÷åòîì âñàñûâàíèÿ æèäêîñòè, ÿâëÿåòñÿ

íîâûì. Íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé âïåðâûå âïèñàíû ñèñòåìû

èíòåãðàëüíûõ óðàâëåíèé, ìîäåëèðóþùèå íîâûå êëàññû ôèëüòðàöèîííûõ òå-

÷åíèé ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè è ñ ó÷åòîì âñàñûâàíèÿ. Ïðè ýòîì èññëåäîâàíû íîâûå

ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñ íåñòàíäàðòíûìè òèïàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Äîñòîâåðíîñòü

Äîñòîâåðíîñòü ïîäòâåðæäàåòñÿ âíóòðåííåé ïðîâåðêîé ïîëó÷àåìûõ ÷èñ-

ëåííûõ ðåøåíèé ïóòåì êîíòðîëÿ âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé. Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ïîñòîâîê çàäà÷è êîððåêòíîñòü ìîäå-

ëè ïîäòâåðæäåíà ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè, îôîðìëåííûìè â

âèäå ñôîðìóëèðîâàííûõ è äîêàçàííûõ òåîðåì. Äëÿ çàäà÷è ôèëüòðàöèè ëèì-

ôû â ëèìôîóçëå ñî âñàñûâàíèåì ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

äàííûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ïîëó÷åíû ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íîâûõ êëàññîâ ôèëü-

òðàöèîííûõ òå÷åíèé, ïîñòðîåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû òàêèå ðåçóëü-

òàòû, êàê äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, äî-

êàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷è

è ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ïîñòðîåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìî-

äåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè â ïîðèñòûõ ñðåäàõ â ÷àñòíîñòè ïðè

ìîäåëèðîâàíèè ôèëüòðàöèè ëèìôû â ëèìôîóçëàõ â ðàìêàõ ìîäåëè ëèìôà-

òè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ëåæèò ìåòîäîëîãèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Â ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðåøå-

íèÿ êðàåâîé çàäà÷è ôèëüòðàöèè âÿçêîé æèäêîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä êóñî÷íî-

ïîñòîÿííûõ àïïðîêñèìàöèé è ìåòîä êîëëîêàöèé.

Ïîëîæåíèÿ âûíîñèìûå íà çàùèòó

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ:

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè âÿçêîé æèäêîñòè

íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó Äàðñè-

Áðèíêìàíà, ó÷èòûâàþùàÿ òàê æå àáñîðáöèþ æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ

óðàâíåíèÿ Ñòàðëèíãà.

2. Òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è è ñâÿçè ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è è

ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòàíîâîê ðàññìîò-

ðåííûõ êðàåâûõ çàäà÷.

3. ×èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îïè-

ñûâàþùèõ òðåõìåðíûå ôèëüòðàöèîííûå òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè, â

òîì ÷èñëå, ñ ó÷åòîì àáñîðáöèè. à òàêæå âàðèàíòû äàííîé ñõåìû äëÿ

öåëîãî ðÿäà êîìáèíàöèé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñêîðîñòü è äàâëåíèå, â

òîì ÷èñëå, äëÿ çàäà÷è ôèëüòðàöèè ëèìôû â ëèìôîóçëå.

4. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì íà ÿçûêå Fortran, ðåàëèçóþùèé ðàçðàáîòàííóþ
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÷èñëåííóþ ñõåìó, è ïðîòåñòèðîâàííûé íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ è â çà-

äà÷å âîñïðîèçâåäåíèÿ èçâåñòíîãî ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Àïðîáàöèÿ

Áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà 6 êîíôåðåíöèÿõ.

� Äîêëàä ¾Ìîäåëèðîâàíèå ôèëüòðàöèè âÿçêîé æèäêîñòè â îäíîðîäíîé

ñðåäå¿ íà êîíôåðåíöèè ¾Ìåòîäû âû÷èñëåíèé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçè-

êà¿, Ñî÷è, ÍÒÓ Ñèðèóñ, 10 - 15 àâãóñòà 2020 ã.

� Äîêëàä ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ëèìôû â ëèìôîóçëå¿

íà VI Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè c ìåæäóíàðîä-

íûì ó÷àñòèåì ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê¿,

ã. Îðåë, ÎÃÓ èì. È.Ñ. Òóðãåíåâà, 4 � 5 äåêàáðÿ 2020 ã.

� Äîêëàä ¾×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ôèëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé âÿç-

êîé æèäêîñòè â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé¿ íà êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ-2020¿

Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 20 - 24 îêòÿáðÿ 2020 ã.

� Äîêëàä ¾Ìîäåëèðîâàíèå äðåíàæíîé ôóíêöèè ëèìôàòè÷åñêîãî óçëà ìå-

òîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé¿ íà êîíôåðåíöèè ¾Òèõîíîâ-

ñêèå ÷òåíèÿ¿, Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 25 îêòÿáðÿ 2021 ã.

� Äîêëàä ¾Ìîäåëèðîâàíèå ôèëüòðàöèè è àáñîðáöèè æèäêîñòè â ëèìôî-

óçëå ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé¿ íà êîíôåðåíöèè

¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è âû-

÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû¿, Áåëãîðîä, ÁåëÃÓ, 25 - 29 îêòÿáðÿ 2021 ã.

� Äîêëàä ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äðåíàæíîé ôóíêöèè ëèìôà-

òè÷åñêîãî óçëà ñ ïîìîùüþ íåéðîííûõ ñåòåé¿ íà XIII êîíôåðåíöèè ¾Ìà-

òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ÷èñëåííûå ìåòîäû â áèîëîãèè è ìåäèöèíå¿,

Ìîñêâà, ÈÂÌ ÐÀÍ èì. Ã.È. Ìàð÷óêà, 2 - 3 íîÿáðÿ 2021 ã.
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Ïóáëèêàöèè

Ïî äàííîé òåìå áûëè îïóáëèêîâàíû 5 ñòàòåé â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ

WoS, Scopus, RSCI [9, 32�35]. Ñòàòüè [9, 32, 33] ïîñâÿùåíû ìîäåëèðîâàíèþ

ôèëüòðàöèè âÿçêîé æèäêîñòè ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñòàòüè [34, 35] ïîñâÿùåíû ìíîãîìàñøòàáíîìó ìîäåëèðîâàíèþ ëèìôàòè÷å-

ñêîé ñèñòåìû, ÷òî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìîäåëèðîâàíèå ëèìôàòè÷åñêèõ óçëîâ. Â

ñòàòüå [9] ëè÷íûé âêëàä äèññåðòàíòà ñîñòîèò â íåïîñðåäñòâåííîì îñóùåñòâ-

ëåíèè äîêàçàòåëüñòâ âñåõ óòâåðæäåíèé. Ôèçè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïî-

ñòàíîâêè çàäà÷ ïðèíàäëåæèò Ã.À.Áî÷àðîâó, èäåè äîêàçàòåëüñòâ âûäâèíóòû

À.Â.Ñåòóõîé Â ñòàòüå [32] àâòîðîì ïðîäåëàíà ðàáîòà ïî ïîñòðîåíèþ è òåñòè-

ðîâàíèþ ÷èñëåííîé ñõåìû ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàáî-

òà [33] áûëà ïîëíîñòüþ âûïîëíåíà àâòîðîì. Â ðàáîòå [34] àâòîð ïðîâåëà èñ-

ñëåäîâàíèå ïðîâîäèìîñòè ñåòè êîíäóèòîâ â ëèìôîóçëå ïðè ïîðàæåíèè ÷àñòè

êîíäóèòîâ, àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñåòè êîíäóèòîâ ðàçðàáîòàí Ð.Ñ. Ñàâèíêî-

âûì, ïðî÷èå ÷àñòè ðàáîòû ïðèíàäëåæàò ñîàâòîðàì. Â ñòàòüå [35] àâòîð ïðî-

äåëàëà ðàáîòó ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôà ëèìôàòè÷åñêîé ñèñòåìû è âûäåëåíèþ

àíàòîìè÷åñêèõ åäèíèö, àëãîðèòì âîêñåëüíîé àïïðîêñèìàöèè ïðèíàäëåæèò

Ð.Ñ. Ñàâèíêîâó.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå-

ðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 98 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 23 ðèñóíêà, 6 òàáëèö

è ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 52 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ôèëüòðàöèè âÿçêîé

æèäêîñòè ñ ó÷åòîì àáñîðáöèè, à òàêæå 5 ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îáùåé çàäà÷è.

1. Çàäà÷à ôèëüòðàöèè âÿçêîé æèäêîñòè â îäíîðîäíîé îáëàñòè. Äëÿ äàí-

íîé çàäà÷è ïîäðîáíî îïèñàíî ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ ðåøåíèÿ, à òàêæå äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè èíòåãðàëüíîãî
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ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, è òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè

ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è êðàåâîé çàäà÷è.

2. Çàäà÷à ôèëüòðàöèè âÿçêîé æèäêîñòè â îäíîðîäíîé îáëàñòè ñî ñìåøàí-

íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàëè÷è-

åì äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé íà ãðàíèöå è íåèçâåñíîé êîíñòàíòû.

3. Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ òå÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëîâ ñðåä. Äëÿ äàííîé çà-

äà÷è ïîäðîáíî îïèñàíî ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäëñòàâëåíèÿ è äî-

êàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèþ êðàå-

âîé çàäà÷è. Òàêæå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

ñèñòåìû èíòåðàëüíûõ óðàâåíèé ïðè îïðåäåëåííîì óñëîâèè íà ãèäðàâ-

ëè÷åñêèå ïðîâîäèìîñòè ñðåä.

4. Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ òå÷åíèÿ ñ ó÷åòîì âñàñûâàíèÿ æèäêîñòè âî âíóò-

ðåííåé îáëàñòè. Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïîñòðîåíî ðåøåíèå, ïîçâîëÿþùåå

îïèñûâàòü àáñîðáöèþ æèäêîñòè â îáëàñòè ôèëüòðàöèè.

5. Çàäà÷à ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè â ñèñòåìå èç äâóõ îáëàñòåé

ñ ó÷åòîì àáñîðáöèè æèäêîñòè âî âíóòðåííåé îáëàñòè. Äàííàÿ çàäà÷à

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ôèëüòðàöèè ëèìôû â ëèìîôóçëå.

Äëÿ êàæäîé êðàåâîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñêîðîñòè

è äàâëåíèÿ ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè. Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ñâåäåíèå êðàåâîé

çàäà÷è ê ñèñòåìå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Ñíà÷àëà îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè íà ïîâåðõíîñòè è

àïïðîêñèìàöèÿ ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äàëåå ñòðîÿòñÿ ÷èñëåííûå

ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îáùåé è ïÿòè óïðî-

ùåííûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è, ïîñëå ÷åãî ñòðîèòñÿ ÷èñëåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

äëÿ ïîëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âåðèôèêàöèè ìîäåëåé. Äëÿ çàäà÷è ôèëüòðàöèè

âÿçêîé æèäêîñòè â îäíîðîäíîé îáëàñòè è çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ òå÷åíèÿ íà ãðà-

íèöå ðàçäåëîâ ñðåä ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà

ïîâåðõíîñòè ïóòåì ýêñòðàïîëÿöèè çíà÷åíèÿ èç îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòü. Äëÿ

13



çàäà÷è ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â îäíîðîäíîé îáëàñòè ñî ñìåøàííûì ãðàíè÷-

íûì óñëîâèåì è äëÿ îáùåé çàäà÷è ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè ðåøåíèÿ ïðîâî-

äèòñÿ ïóòåì àíàëèçà âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Äëÿ çàäà÷è ïîòåíöè-

àëüíîãî òå÷åíèÿ ñ âñàñûâàíèåì ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

äàííûìè ïî ôèëüòðàöèè è âñàñûâàíèþ ëèìôû â ëèìôîóçëå.

Áëàãîäàðíîñòü

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü çà íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî è ïîñòîÿííóþ ïîä-

äåðæêó â èññëåäîâàíèÿõ Ñåòóõå Àëåêñåþ Âèêòîðîâè÷ó è Áî÷àðîâó Ãåííàäèþ

Àëåêñååâè÷ó. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðèò àêàäåìèêà ÐÀÍ Òûðòûøíèêîâà Åâãå-

íèÿ Åâãåíèåâè÷à. Àâòîð áëàãîäàðåí ñîòðóäíèêàì Èíñòèòóòà Âû÷èñëèòåëüíîé

Ìàòåìàòèêè èì. Ã.È. Ìàð÷óêà Ñòàâöåâó Ñ.Ë. è Æåëòêîâó Ä.À. çà ïîìîùü è

ñîâåòû ïðè íàïèñàíèè ïàêåòà ïðîãðàìì, Ñàâèíêîâó Ð.Ñ. è Ãðåáåííèêîâó Ä.Ñ.

çà ñîâìåñòíóþ ðàáîòó ïî ïîñòðîåíèþ ìíîãîìàñøòàáíûõ ìîäåëåé ëèìôîóçëà,

à òàêæå Ìàòâååâó Ñ.À., Áóäçèíñêîìó Ñ.Ñ., Ïåòðîâó Ñ.Â. è Ñìèðíîâó Ì.Ñ. çà

ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó ïðè ðàáîòå íàä äèññåðòàöèåé. Ðàáîòà áûëà âûïîëíå-

íà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ (ïðîåêò �18-11-00171), à òàêæå Ìîñêîâñêîãî

öåíòðà ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (Ñîãëàøåíèå ñ ÌÎèÍ

�075-15-2019-1624).
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Ãëàâà 1

Ñâåäåíèå êðàåâîé çàäà÷è

ôèëüòðàöèè âÿçêîé

æèäêîñòè ê ñèñòåìå

ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé

Ïðè ïîäãîòîâêå äàííîé ãëàâû äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ïóáëèêàöèè àâ-

òîðà [9,32], â êîòîðûõ, ñîãëàñíî Ïîëîæåíèþ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé

â ÌÃÓ, îòðàæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëîæåíèÿ è âûâîäû èññëåäîâàíèÿ.

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èñïîëü-

çóåìûìè äàëåå ôóíêöèîíàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íà îñíîâå êíèã [21,36].

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîçíà÷èì C(Ω), ãäå Ω � íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ïîäìíî-

æåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn, n ∈ N, íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,

íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå Ω, ñ íîðìîé

∥f(x)∥C = sup
x∈Ω

|f(x)|.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rn, n ∈ N, íà-
çûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî Ãåëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1], åñëè ñóùåñòâóåò

ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà M , òàêàÿ ÷òî

|f(x)− f(y)| ≤M |x− y|α äëÿ âñåõ x, y ∈ Ω.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì îáîçíà÷àòü C0,α(Ω) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

âñåõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå Ω è íåïðåðûâíûõ ïî Ãåëüäåðó ñ

ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1], â êîòîðîì íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

∥f∥0,α = ∥f∥C + sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

Ïóñòü òåïåðü j(x) � âåêòîðíîå ïîëå, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå Ω ∈ R3,

ò.å. j(x) åñòü ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

âåêòîð j ∈ R3.

Îïðåäåëåíèå 4. Â ñëó÷àå, êîãäà Ω � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàí-

ñòâå Rn, áóäåì îáîçíà÷àòü CV (Ω) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé j(x) íà ìíîæåñòâå Ω ñ íîðìîé:

∥j∥C = sup
x∈Ω

|j(x)|.

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì îáîçíà÷àòü C0,α
V (Ω) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

âåêòîðíûõ ïîëåé j(x) íà ìíîæåñòâå Ω, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî ñëåäóþùåå

âûðàæåííèå, îïðäåëÿþùåå íîðìó:

∥j∥0,α = ∥j∥C + sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|j(x)− j(y)|
|x− y|α

Âåêòîðíîå ïîëå j ∈ C0,α
V (Ω), íàçîâåì íåïðåðûâíûì ïî Ãåëüäåðó íà ìíî-

æåñòâå Ω.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü Σ � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Îáîçíà÷èì C0,α
T (Σ),

α ∈ (0, 1], � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C0,α
V (Σ), ñîñòîÿùåå èç êàñà-

òåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (ò.å. ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà C0,α
T (Σ) ÿâëÿþòñÿ
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êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ j ∈ C0,α
V (Σ), äëÿ êîòîðûõ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Σ

âûïîëíåíî óñëîâèå j ·n = 0, à íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â ïðîñòðàí-

ñòâå C0,α
V (Σ)).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî C0,α
T (Σ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) çàäàíà íà ïîâåðõíîñòè Σ. Áóäåì íàçû-

âàòü ïîâåðõíîñòíûì ãðàäèåíòîì ôóíêöèè g â òî÷êå x ∈ Σ âåêòîð Grad g(x)

òàêîé, ÷òîn(x) ·Grad g(x) = 0 x ∈ Σ

g(x)− g(y) = (x− y) ·Grad g(x) + ox(y) ïðè y ∈ Σ,

ox(y) = ō(|x − y|), çäåñü è äàëåå ō(r) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ, áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì r, ïðè r → 0.

Òàêîå îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ

èç êíèãè [37] (ñòð. 45).

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ g çàäàíà â îáëàñòè Ω (èëè íà ïîâåðõíîñòè

Σ): f = grad g (èëè f = Grad g â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè) è f ∈ C0,α α ∈ (0, 1].

Áóäåì îáîçíà÷àòü C1,α(Ω) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé

ñ íîðìîé:

∥g∥1,α = ∥g∥C + ∥f∥C + sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

Â ñëó÷àå åñëè ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà â îáëàñòè Ω è íåïðåðûâíà ïî Ãåëüäåðó,

åå ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè íà ãðàíèöó ýòîé îáëàñòè,

ïðè÷åì, íîðìû èñõîäíîé ôóíêöèè è åå ïðîäîëæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ C0,α(Ω)

è C0,α(Ω̄) ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó îïðåäåëèì íîðìðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî C1,α(Ω̄)

êàê ñîâïàäàþùåå ñ ïðîñòðàíñòâîì C1,α(Ω).

1.2 Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Ω � îáëàñòü ôèëüòðàöèè, îãðàíè÷åííàÿ ñíàðóæè çàìêíóòîé ãëàä-

êîé ïîâåðõíîñòüþ Σ1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè Ω èìååòñÿ îñíîâíàÿ îá-

ëàñòü Ω1, äëÿ êîòîðîé âíåøíÿÿ ÷àñòü ãðàíèöû åñòü ïîâåðõíîñòü Σ1, è âêëþ÷å-

íèÿ Ω2, ...,ΩNd
. Ïóñòü ãðàíèöàìè îáëàñòåé Ωm ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå çàìêíóòûå
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ïîâåðõíîñòè Σm, m = 2, ..., Nd. Ïðè ýòîì Ω = Ω1 ∪ Ω̄2 ∪ ...Ω̄Nd è âñå îáëàñòè

Ωm, m = 1, ..., Nd, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ (çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

Ω̄ � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Ω). Îáîçíà÷èì òàêæå Σ2 =
⋃Nd

m=2Σ
m � ñóììàð-

íàÿ ãðàíèöà âñåõ âêëþ÷åíèé. Âíåøíÿÿ ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü Σ1 ðàçäåëåíà

íà òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè Σ1 = Σ0
1

⋃
Σq

1

⋃
Σp

1, íà Σ0
1 çàäàíî óñëîâèå

îòñóòñòâèÿ ïîòîêà æèäêîñòè, íà Σq
1 çàäàí ïîòîê æèäêîñòè, íà Σ

p
1 çàäàíî äàâ-

ëåíèå. Íà Σ2 çàäàíû óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ æèäêîñòè.

Ïðèìåð îáëàñòè ôèëüòðàöèè ïîêàçàí íà Ðèñóíêå 1.1 (ñëåâà).

Ðèñ. 1.1: Îáëàñòü ôèëüòðàöèè äëÿ îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (ñëåâà), çàäà÷è
â îáëàñòè áåç âêëþ÷åíèé (öåíòð), è çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ (ñïðàâà)

Ôèëüòðàöèîííîå òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ Äàðñè-Áðèíêìàíà äëÿ ñêîðîñòè v

è äàâëåíèÿ p æèäêîñòè, êîòîðûé ïðèâåäåí â ñòàòüå [38]:

∇p = −µ
κ
v + µ′∆v

ãäå κ � ãèäðàâëè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü, µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè,

µ′ � ýôôåêòèâíàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè. Â ðàáîòå [24] ïðåäëîæåíî ñ÷èòàòü µ′ =

µ. Òàêîå æå ïðåäïîëîæåíèå äåëàåòñÿ â ðàáîòå [8], ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü

ëèìôîóçëà. Âñþäó íèæå ìû ïîëàãàåì µ′ = µ.

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è áóäåò èäòè îò ïðîñòîãî ê ñëîæíî-

ìó. Ñíà÷àëà áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à ôèëüòðàöèè â îáëàñòè áåç âêëþ÷åíèé

(Ðèñóíîê 1.1, ïî öåíòðó), â äâóõ âàðèàíòàõ: ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ïî-

òîê âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü è çàäà÷à ñî ñìåøàííûì

ãðàíè÷íûì íà ïîòîê è äàâëåíèå æèäêîñòè. Äàëåå ðàññìàòðèâåòñÿ çàäà÷à ñî-

ïðÿæåíèÿ òå÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä (Ðèñóíîê 1.1, ñïðàâà), âñàñûâàíèå

æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ èëè çàêîíîì Ñòàðëèí-
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ãà. Ïîñëå ýòîãî áóäåò ïîñòðîåíî ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è íà îñíîâå ðåøåíèé

óïðîùåííûõ çàäà÷.

1.3 Âÿçêîå òå÷åíèå â îäíîðîäíîé îáëàñòè

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, îïèñûâàþùóþ ôèëü-

òðàöèþ æèäêîñòè â îáëàñòè Ω = Ω1 áåç âêëþ÷åíèé è èñòî÷íèêîâ, êîòîðàÿ

èìååò ãðàíèöó Σ = Σ1. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü Σ îðèåíòèðîâà-

íà òàê, ÷òî ïîëîæèòåëüíîé ñ÷èòàåòñÿ âíåøíÿÿ ñòîðîíà. Îáîçíà÷èì n = n(x),

x ∈ Σ � îðò âíåøíåé (ïîëîæèòåëüíîé) íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ â òî÷êå x.

Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f0 ∈ C0,α(Σ), α ∈ (0, 1], óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ∫
Σ

f0dσ = 0, (1.1)

íàéòè ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ äàâëåíèÿ p ∈ C2(Ω)
⋂
C1,α(Ω̄) è âåêòîðíóþ ôóíê-

öèþ ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè æèäêîñòè v ∈ C2(Ω)
⋂
C0,α

V (Ω̄), òàêèå, ÷òî ôèëü-

òðàöèîííîå òå÷åíèå óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó Äàðñè-Áðèíêìàíà [38]

v(x) = −κ
µ
∇p(x) + κ∆v(x), x ∈ Ω, (1.2)

è óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè

∇ · v = 0, x ∈ Ω, (1.3)

à òàêæå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì{
n(x) · v−(x) = f0(x) x ∈ Σ

n(x)× v−(x) = 0 x ∈ Σ
(1.4)

Çàìåòèì, ÷òî ∇ · v = 0, ñëåäîâàòåëüíî ∆v = −rot rotv. Çíà÷èò ïîëå

ñêîðîñòåé ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ïîòåíöèàëüíîãî è ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëåé:

v = vp + vs = grad

(
−κ
µ
p

)
+ rot (−κirotv)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1.4) èìååò ðåøåíèå (v , p) â óêàçàííîì êëàññå
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ôóíêöèé. Ïîñòðîèì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî èññëå-

äóåì ïîòåíöèàëüíóþ è ñîëåíîèäàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ v.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ. Ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ

ñêîðîñòåé èìååò âèä

vp = ∇φ, φ(x) = −κ
µ
p(x).

Ïðè ýòîì φ ∈ C1,α(Ω̄) è ∇ · v = ∇ · vp = ∆φ = 0. Ãðàäèåíò ôóíêöèè φ

èìååò êðàåâûå çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Σ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîñòðîèòü íà

ïîâåðõíîñòè Σ ôóíêöèþ f(x) = ∂φ/∂n, x ∈ Σ, ïðè÷åì, ôóíêöèÿ f óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ (1.1), ò.ê.∫
Σ

f dσ =

∫
Σ

∂φ

∂n
dσ =

∫
Ω

∆φdσ = 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ φ ÿâÿëåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ëàïëàñà: ∆φ = 0, x ∈ Ω

∂φ
∂n = f, x ∈ Σ

(1.5)

Äîêàæåì ÷òî ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöè-

àëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïîòåíöèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ðàç-

ìåùåííîãî íà ïîâåðõíîñòè Σ, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

W [Σ, h](x) =

∫
Σ

h(y)F (x− y)dσy, F (x− y) =
1

4π|x− y|
, (1.6)

ãäå x ∈ R3 \ Σ, h � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, êîòîðàÿ åñòü ôóíê-

öèÿ, çàäàííàÿ íà ïîâåðõíîñòè Σ.

Ñâîéñòâî 1. (ñì. [37] �2.4, Òåîðåìà 2.12, ñòð. 58, �2.5, Òåîðåìà 2.17, ñòð.

62) Åñëè h ∈ C(Σ), òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ W [Σ, h](x) îïðåäåëåí âû-

ðàæåíèåì (1.6) â òîì ÷èñëå è ïðè x ∈ Σ. Ïðè ýòîì åñòü W [Σ, h](x) åñòü

ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî Ãåëüäåðó âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ëþáûì ïîêà-
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çàòåëåì α ∈ (0, 1)

W [Σ, h]±(x) = W [Σ, h](x), x ∈ Σ. (1.7)

Åñëè h ∈ C0,α(Σ), ãäå α ∈ (0, 1), òî ãðàäèåíò ∇W [Σ, h] ôóíêöèè W [Σ, h]

ìîæíî ïðîäîëæèòü ñ ñîõðàíåíèåì íåïðåðûâíîñòè ïî Ãåëüäåðó íà ïîâåðõ-

íîñòü Σ êàê ñî ñòîðîíû âíóòðåííåé îáëàñòè Ω, òàê è ñî ñòîðîíû âíåø-

íåé îáëàñòè R3 \ Ω̄. Ïðè ýòîì âûïîëíåíû óñëîâèÿ ∇W [Σ, h] ∈ C0,α
V (Ω̄),

∇W [Σ, h] ∈ C0,α
V (R3 \ Ω), à äëÿ êðàåâûõ çíà÷åíèé ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà

ïðîñòîãî ñëîÿ ñïðàâäåäëèâà ôîðìóëà:

∇W [Σ, h]±(x) = ∇W [Σ, h](x)∓ 1

2
h(x)n(x) x ∈ Σ, (1.8)

ãäå ∇W [Σ, h](x) � òàê íàçûâàåìîå ïðÿìîå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà

ïðîñòîãî ñëîÿ, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

∇W [Σ, h](x) =

∫
Σ

h(y)∇xF (x− y)dσy, x ∈ Σ,

èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâà 1 äëÿ êðàåâûõ çíà÷åíèé íîðìàëüíîé ïðîèç-

âîäíîé ïîòåíöèëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè Σ ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå:(
∂W [Σ, h](x)

∂n

)±
=

∫
Σ

h(y)
∂F (x− y)

∂nx
dσy ∓

1

2
h(x)+, x ∈ Σ. (1.9)

Èç ôîðìóëû (1.9) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ φ = W [Σ, h], ãäå h ∈ C0,α(Σ),

òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1.5), êîãäà ôóíêöèÿ

h ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ:

1

2
h(x) +

∫
Σ

h(y)
∂F (x− y)

∂nx
dσy = f(x), x ∈ Σ. (1.10)

Ñâîéñòâî 2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð K[Σ, h], ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå

ôóíêöèè h, îïðåäåëåííîé íà ïîâåðõíîñòè Σ, ôóíêöèþ

K[Σ, h](x) =

∫
Σ

h(y)
∂F (x− y)

∂nx
dσy, x ∈ Σ. (1.11)
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1) îïåðàòîð K[Σ, h] : C(Σ) → C0,α(Σ) îãðàíè÷åí

(ñì. [37] , ñòð.73).

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì f ∈ C0,α è (1.1).

Òîãäà óðàâíåíèå (1.10) èìååò è ïðè òîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ∫
Σ

hdσ = 0. (1.12)

Äëÿ òàêîé æå ïðàâîé ÷àñòè îáùåå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.5) èìååò

âèä: φ = W [Σ, h] + C, ãäå Ñ � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, h ∈ C0,α � ðåøåíèå

óðàâíåíèé (1.10),(1.12).

Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèå ýòîé ëåììû âûòåêàåò èç êëàññè÷åñêèõ ðå-

çóëüòàòîâ ïî ïðèëîæåíèþ òåîðèè ïîòåíöèàëà ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ëàïëàñà. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [39], ñòð. 420), ÷òî ðåøåíèå êðàåâîé

çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (1.5) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîòåí-

öèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ è îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.

Óðàâíåíèå (1.10) ðàçðåøèìî â ïðîñòðàíñòâå C(Σ), åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.1), ïðè÷åì, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä h = h′ + Ah0,

ãäå h′ � íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, A � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, h0 � ðåøå-

íèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (1.10), ïðè÷åì ýòî

îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðîâíî 1 íåçàâèñèìîå ðåøåíèå [39](ñòð. 419). Èç

ñâîéñòâà 2 è ðàâåíñòâà h0 = −2K[Σ, h0] çàêëþ÷àåì, ÷òî h0 ∈ C0,α äëÿ ëþáîãî

α ∈ (0, 1).

Äîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (1.12) ïîçâîëÿåò âûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.10). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî∫
Σ

h0dσ ̸= 0. (1.13)

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ φ0(x) = W [Σ, h0] ðàâíà íåíóëåâîé êîíñòàíòå â îáëà-

ñòè Ω (ñì., íàïðèìåð, [39], ñòð. 419). Îáîçíà÷èì ýòó êîíñòàíòó C0 è ïóñòü äëÿ

îïðåäåëåííîñòè C0 > 0. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå h0(x) ≥ 0 ïðè âñåõ x ∈ Σ.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (∂φ0/∂n)
− = 0, èç

ôîðìóëû (1.9) çàêëþ÷àåì, ÷òî (∂φ0/∂n)
+ (x) = −h0(x) > 0. Íî òîãäà â îá-
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ëàñòè âíå ïîâåðõíîñòè Σ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x íàéäåòñÿ òî÷êà y, òàêàÿ, ÷òî

φ0(y) > φ0(x). Ïîñêîëüêó φ0 = C0 íà ïîâåðõíîñòè Σ è φ0 → 0 íà áåñêî-

íåíîñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî y � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà [39] (ñòð. 365). Òîãäà ôîðìóëà (1.13) âåð-

íà.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (1.10),(1.12) èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå h ∈
C(Σ). Îïèðàÿñü íà ñâîéñòâî 2 ñíîâà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè óñëîâèè f ∈ C0,α

âûïîëíåíî óñëîâèå h ∈ C0,α. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñîëåíîèäàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Èññëåäóåì ñîëåíîèäàëüíóþ ñîñòàâ-

ëÿþùóþ vs ïîëÿ ñêîðîñòåé. Èñïîëüçóÿ ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

(1.4), ìîæåì çàïèñàòü:

vp + vs = vp − κrot rot (vp + vs) ⇒ vs = −κrot rotvs ⇒ vs + κ∆vs = 0

Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå vs ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â îáëàñòè Ω1 ñëåäóþùåé ñèñòåìû

óðàâíåíèé:

∆vs − β2vs = 0, (1.14)

∇vs = 0, (1.15)

ãäå β = 1/
√
κ.

Äëÿ àíàëèçà óðàâíåíèé (1.14)-(1.15) âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ðåçóëüòà-

òàìè èç òåîðèè ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè. Ýòî

ìîæíî ñäåëàòü, åñëè çàìåòèòü ñëåäóþùóþ àíàëîãèþ. Îáîçíà÷èì k = iβ, è

ââåäåì, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå ôóíêöèè E = vs, H = iβrotvs. Òîãäà

óðàâíåíèÿ (1.14)-(1.15) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå :rotE − ikH = 0

rotH + ikE = 0
(1.16)

Ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ åñòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñî-

ñòàâëÿþùèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ýëåêòðè÷åñêîãî (E) è ìàãíèòíîãî (H) ïî-

ëåé [37] (ñòð. 123).

Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèé (1.14)-(1.15) ïðèìåíèì èçâåñòíîå âûðàæåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíî-
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ãî ïîëåé ÷åðåç ïîâåðõíîñòíûå òîêè (ñì. [37] Ãëàâà 4).

Âîçüìåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà:

Fβ(x− y) =
exp{−β|x− y|}

4π|x− y|
=

exp{ik|x− y|}
4π|x− y|

Ïóñòü j ∈ C0,α
T (Σ) � êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè Σ (ò.å.

j(x)n(x) = 0). Ðàññìîòðèì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë:

A(x) =

∫
Σ

j(y)Fβ(x− y)dσy x ∈ R3 \ Σ

Âåêòîðíîå ïîëå A ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

(1.14), íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (1.15). Áóäåì

èñêàòü ïîëå vs â âèäå vs = rotA.

Îïðåäåëåíèå 10. Âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì R âåêòîðíîãî ïîëÿ j, çàäàííî-

ãî íà ïîâåðõíîñòè Σ, è êàñàòåëüíîãî ê äàííîé ïîâåðõíîñòè, áóäåì íàçûâàòü

îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

Rβ[Σ, j](x) =

∫
Σ

rot x (j(y)Fβ(x− y)) dσy, Fβ(x− y) =
exp{−β|x− y|}

4π|x− y|
,

(1.17)

ãäà β ∈ R � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ïîëîæèì vs = R[Σ, j], òîãäà ýòîì óðàâíåíèå (1.15) âûïîëíåíî àâòîìàòè-

÷åñêè. Óðàâíåíèå (1.14) òàêæå âûïîëíåíî, â ñèëó ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

∆us = −rot rotus = −rot rot rotA =

= rot (grad divA)− rot (rot rotA) = rot (∆A).

Ò.ê. ïîëå A óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.14), çàêëþ÷àåì:

∆vs = β2rotA = β2vs.

Ïîëå Rβ[Σ, j](x) îïðåäåëåíî è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (1.14) è (1.15)

íà ìíîæåñòâå R \ Σ äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî ïîëÿ j ∈ CT (Σ). Ïðè ýòîì

ñïðàâäåëèâî

24



Ñâîéñòâî 3. (ñì. [37] �2.6, Òåîðåìà 2.24, ñòð. 69) Åñëè j ∈ C0,α
T (Σ) åñòü êà-

ñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè Σ, òî íà ïîâåðõíîñòè Σ ñóùåñò-

âþò êðàåâûå çíà÷åíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Rβ[Σ, j], äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

âûðàæåíèå:

Rβ[Σ, j]
±(x) = Rβ[Σ, j](x)∓

1

2
n(x)× j(x) x ∈ Σ, (1.18)

ãäå Rβ[Σ, j](x) � ïðÿìîå çíà÷åíèå ôóíêöèè R, ïîä êîòîðûì ïîíèìàåòñÿ

çíà÷åíèå, ïîëó÷àåìîå íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (1.17) äëÿ ðàññìàòðèâà-

åìîé òî÷êè x, ïðè÷åì, èíòåãðàë â ýòîì âûðàæåíèè ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå

ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé èç îáëàñòåé Ω è R3 \ Ω̄ ôóíêöèþ

Rβ[Σ, j] ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè íà ïîâåðõíîñòü Σ òàê, ÷òî

Rβ[Σ, j] ∈ C0,α
V (Σ̄) è Rβ[Σ, j] ∈ C0,α

V (R3 \ Σ), ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü ïðåïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ vs ∈ C0,α
V (Ω̄) � ðåøåíèå óðàâíåíèé

(1.14)-(1.15). Òîãäà íà ïîâåðõíîñòè Σ îïðåäåëåíî êàñàòåëüíîå ïîëå c = n×vs,

ïðè÷åì c ∈ C0,α
T (Σ). Çíà÷èò ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïîëå vs êàê ðåøåíèå

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1.14)-(1.15) ñ óñëîâèåì

n× vs = c, x ∈ Σ. (1.19)

Â ñèëó ñâîéñòâà 3 çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ vs = Rβ[Σ, j], ãäå j ∈ C0,α
T (Σ)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1.14),(1.15),(1.19) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ôóíêöèÿ j ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ:

−1

2
j(x) +

∫
Σ

n(x)× rotx (j(y)Fβ(x− y)) dσy. = c(x) , x ∈ Σ. (1.20)

Ñïðàâåäëèâî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè c ∈ C0,α
T (Σ) óðàâíåíèå (1.20) èìååò è

ïðè ýòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå j ∈ C0,α
T (Σ). Ïðè ýòîì êðàåâàÿ çàäà÷à

(1.14),(1.15),(1.19) òàê æå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå ôóíê-

öèé vs ∈ C2(Ω) ∪ C0,α(Ω̄), ïðè÷åì, ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

vs = Rβ[Σ, j].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à (1.14),(1.15),(1.19) ðàâíîñèëü-

íà êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèé (1.16) â îáëàñòè Ω ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì
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n × E = c íà ïîâåðõíîñòè Σ. Èçâåñòíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, êàæäîìó ðåøåíèþ

òàêîé çàäà÷è ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (ò.å. ñ c = 0) ñîîòâåòñòâó-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.20) ñ íóëåâîé ïðàâîé

÷àñòüþ (ñì [37] Òåîðåìà 4.23, ñòð. 144). Âî-âòîðûõ, òàêàÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî

ðàçðåøèìà ïðè Im(k) > 0 (ñì [37] (Òåîðåìà 4.16, ñòð. 139)). Òîãäà ðåøåíèå îä-

íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (1.20), åäèíñòâåííî. Çà-

ìåòèì, ÷òî ïðè j ∈ C(Σ) èíòåãðàë â óðàâíåíèè (1.20) ñõîäèòñÿ êàê íåñîá-

ñòâåííûé. Ïðè ýòîì îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè j ∈ C(Σ)

ôóíêöèþ n × Rβ[Σ, h] íà ïîâåðõíîñòè Σ, ðàñññìàòðèâàåìûé êàê îïåðàòîð,

äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà C(Σ) â ñåáÿ, êîìïàêòåí (ñì. [37], òåîðåìà 2.26,

ñòð.70 è òåîðåìà 2.32, ñòð.74). Ïî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëüìà óðàâíåíèå (1.20)

ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè c ∈ C(Σ). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

c ∈ C0,α
T (Σ) ôóíêöèÿ j � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.20), àâòîìàòè÷åñêè óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ j ∈ C0,α
T (Σ) (ñì. [37], ñëåäñòâèå 4.20, ñòð.142). Òîãäà çàäà÷à

(1.14),(1.15),(1.19) îäíîçíà÷àíî ðàçðåøèìà, à åå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå vs = Rβ[Σ, j]. Ëåììà äîêàçàíà.

Ôîðìóëèðîâêà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òåïåðü ìû

ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 3. Åñëè ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v è p � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà-

÷è (1.4) â ñôîðìóëèðîâàííîì êëàññå ôóíêöèé, òî ñóùåñòâóþò åäèíñòâåí-

íûå ôóíêöèè h è j, òàêèå, ÷òî h ∈ C0,α(Σ), h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(1.12), j ∈ C0,α
T (Σ), j � êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè Σ, è

v(x) = ∇W [Σ, h](x) +Rβ[Σ, j](x), x ∈ Ω (1.21)

p(x) = −µ
κ
W [Σ, h](x) + C0, x ∈ Ω, (1.22)

ãäå C0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå v è ôóíêöèþ p, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.4). Ðàçäåëèì ïîëå v íà ïîòåíöèàëüíîå è ñîëå-

íîèäàëüíîå ïîëÿ v = vp + vs. Äàííîå ðàçäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî:

vs = rot rotv, vp = v − vs.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñîëåíîèäàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ vs. Êàê áûëî ïîêà-
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çàíî ðàíåå, ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.4) ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå (1.14).

Äîáàâèì ê äàííîé ñèñòåìå óñëîâèå n × v−
s = −n × v−

p , è çàìåòèì ÷òî

n × v−
p ∈ C0,α

T (Σ). Ïî ëåììå 2 ïîëå vs ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå vs = Rβ[Σ, j],

j ∈ C0,α
T (Σ), êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.

Ïåðåéäåì ê ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïîëå vp èìååò âèä vp = ∇φ,
φ = −κ p/µ, ïðè÷åì, èç ïðåäïîëîæåíèé î ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé
çàäà÷è ñëåäóåò óñëîâèå φ ∈ C1,α(Ω̄). Òîãäà ïîòåíöèàë φ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (1.5) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f =

f0 −n · vs, ïðè÷åì, f ∈ C0,α(Σ), ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.1). Ïî

ëåììå 1 ðàññìàòðèâàåìûé ïîòåíöèàë φ, êàê îäíî èç ðåøåíèé òàêîé çàäà÷è,

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå φ = W [Σ, h] + C, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, h ∈
C0,α(Σ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.10), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (1.12). Ïðè

ýòîì ôóíêöèÿ h îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (1.2)�(1.4) â âèäå (1.21)-(1.22). Óðàâ-

íåíèÿ (1.2), (1.3) âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Èç ôîðìóë (1.8) è (1.18) äëÿ

êðàåâûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ Rβ[Σ, j] èW [Σ, h] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.4) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:


1
2h+ n · ∇W [Σ1, h] + n ·Rβ[Σ

1, j] = f0,

−1
2j + n×∇W [Σ1, h] + n×Rβ[Σ

1, j] = 0,∫
Σ h(y)dσy = 0,

x ∈ Σ. (1.23)

Èç ñâîéñòâ 1 è 3 ñëåäóåò

Òåîðåìà 4. Åñëè h ∈ C0,α(Σ), j ∈ C0,α
T (Σ) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1.23), òî

ôóíêöèè v è p, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (1.21)-(1.22) ñ ïðîèçâîëüíîé êîí-

ñòàíòîé C0 îáðàçóþò ðåøåíèå çàäà÷è (1.2)�(1.4) â ñôîðìóëèðîâàííîì êëàñ-

ñå ôóíêöèé.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ p â çàäà÷å (1.2)�(1.4) íå îäíîçíà÷íà � äîáàâëåíèå

ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû ê ôóíêöèè p íå íàðóøàåò óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.2)�

(1.4).
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1.4 Òå÷åíèå â îäíîðîäíîé îáëàñòè ñî ñìåøàí-

íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

Ïóñòü Ω � îáëàñòü ôèëüòðàöèè, îãðàíè÷åííàÿ ñíàðóæè çàìêíóòîé ãëàä-

êîé ïîâåðõíîñòüþ Σ. Ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëåíà íà òðè íåïåðåñåêà-

þùèåñÿ ÷àñòè Σ = Σ0
⋃
Σq
⋃

Σp, íà Σ0 çàäàíî óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ, íà Σq

çàäàí ïîòîê æèäêîñòè, íà Σp çàäàíî äàâëåíèå. Ïîëàãàåì Σp ̸= ∅, òàê êàê â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùåé.

Ôèëüòðàöèÿ æèäêîñòè â Ω îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Äàðñè-Áðèíêìàíà [38]

äëÿ íåèçâåñòíûõ ïîëåé v � ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè æèäêîñòè è p � äàâëåíèÿ

æèäêîñòè (1.2). Òàêæå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (1.3).

Íà ãðàíèöå îáëàñòè ôèëüòðàöèè Σ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ íà ïîòîê èëè äàâëåíèå

æèäêîñòè è óñëîâèå íåïðîñêàëüçûâàíèÿ, îáóñëîâëåííîå íàëè÷èåì âÿçêîñòè.

n(x) · v−(x) = f0(x), x ∈ Σ, (1.24)

n(x)× v−(x) = 0, x ∈ Σ, (1.25)

p−(x) = ψ(x), x ∈ Σp
1. (1.26)

Ïîòîê âåêòîðà ñêîðîñòè f0(x) â òî÷êå x ∈ Σ çàäàí íà êîìïîíåíòàõ Σ0 è Σq,

è ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíûì íà êîìïîíåíòå Σp ïîâåðõíîñòè Σ1. Äàâëåíèå ψ(x)

çàäàíî íà êîìïîíåíòå Σp, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì ψ = 0 íà êîìïîíåí-

òàõ Σ0 è Σq. Äëÿ óïðîùåíèÿ ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ξ(x) �

ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè íà êîìïîíåíòå ïîâåðõíîñòè Σp, ξ = 0 íà êîìïî-

íåíòàõ Σ0 è Σq. Ïîëàãàåòñÿ ÷òî f0(x) = 0 ïðè x ∈ Σp. Òîãäà óðàâíåíèå (1.24)

ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n(x) · v−(x)− ξ(x) = f0(x), x ∈ Σ. (1.27)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, äëÿ ïîëåé ñêîðîñòåé è äàâëåíèé â îáëà-

ñòè Ω ñïðàâåäëèâû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (1.21), (1.22).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé êîíñòàíòû C0 â âûðàæåíèè äëÿ äàâëå-

íèÿ (1.22) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä: âìåñòî äàâëåíèÿ p ðàññìàòðè-
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âàåòñÿ ñìåùåííîå äàâëåíèå p̃ è êîíñòàíòà padd.

p = p̃+ padd, (1.28)

p̃ = −µ
κ
W [Σ, h]. (1.29)

ãäå ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.12). Äàííàÿ çàìåíà íå

âëèÿåò íà ïîëå ñêîðîñòåé, ïîñêîëüêó ∇p = ∇p̃. Îäíàêî äîïîëíèòåëüíîå

óñëîâèå íà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà â âûðàæåíèè äëÿ p̃ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü

÷èñëåííóþ îøèáêó. Âìåñòî óñëîâèÿ p = ψ íà Σp áóäåò çàïèñûâàòüñÿ óñëî-

âèå (1.12) íà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà h, à òàêæå ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

p̃(x1)− p̃(x0) = ψ(x1)− ψ(x0), x1,∈ Σp, x1 ̸= x0

ãäå x0 íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè Σp. Êàê áûëî ïîêà-

çàíî ðàíåå, èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû W , ∇W , R èìåþò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ

íà ïîâåðõíîñòè S, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (1.7), (1.8) è (1.18). Ñèñòåìà

ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå (1.25)�(1.27):

1

2
h+ n · ∇W [Σ, h] + n ·Rβ[Σ, j]− ξ = f0, x ∈ Σ

− 1

2
j + n×∇W [Σ, h] + n×Rβ[Σ, j] = 0, x ∈ Σ∫

Σ

h(x)dx = 0

W [Σ, h](x)−W [Σ, h](x0) = −κ
µ
(ψ(x)− ψ(x0)), x ∈ Σp, x ̸= x0.

(1.30)

Ðåøèâ äàííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïëîòíîñòåé ïîòåíöèàëîâ

h, j, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëå ñêîðîñòåé v è ñìåùåííîå äàâëåíèå p̃ ïî ôîðìó-

ëàì (1.21), (1.29). Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíî p̃ ìîæíî íàéòè êîíñòàíòó padd ïî

ôîðìóëå

padd = ψ(x0) +
µ

κ
W [Σ, h](x0), x0 ∈ Σp. (1.31)

Äàëåå èñõîäíîå äàâëåíèå p íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (1.28).

29



1.5 Ñîïðÿæåíèå òå÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëîâ

ñðåä

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ òå÷åíèé âî âíåøíåé è âíóò-

ðåííåé îáëàñòÿõ. Ïóñòü çàäàíà çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü Σ. Îáîçíà÷èì â ýòîì

ðàçäåëå âíåøíþþ (íåîãðàíè÷åííóþ) îáëàñòü Ω1, à âíóòðåííþþ îáëàñòü Ω2.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü Σ îðèåíòèðîâàíà òàê, ÷òî ïîëîæèòåëü-

íîé ñ÷èòàåòñÿ âíåøíÿÿ ñòîðîíà. Îáîçíà÷èì n = n(x), x ∈ Σ � îðò âíåøíåé

(ïîëîæèòåëüíîé) íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ â òî÷êå x.

Â îáåèõ îáëàñòÿõ äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé ôèëüòðàöèè âûïîëíÿåòñÿ çàêîí

Äàðñè-Áðèíêìàíà è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, à íà ãðàíèöå ðàçäåëà îáëà-

ñòåé � ïîâåðõíîñòè Σ, ñêîðîñòü è äàâëåíèå íåïðåðûâíû. Âî âíåøíåé è âíóò-

ðåííåé îáëàñòè ïðèñóòñòâóþò òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè, èíèöèèðóþùèå òå÷åíèå

æèäêîñòè.

Íåèçâåñòíîå ïîëå ñêîðîñòåé èùåòñÿ â âèäå

v = v0 + u, (1.32)

ãäå v0 � ïåðâè÷íîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ñèñòåìîé òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ:

v0(x) =

Ns∑
l=1

Ql

4π

x− ql
|x− ql|

. (1.33)

Ýòî ïîëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

v0(x) = ∇φ0(x), φ0(x) =

Ns∑
l=1

1

4π

Ql

|x− ql|
. (1.34)

Âìåñòå ñ ïîëåì äàâëåíèÿ

p0(x) = − µ

κi
φ0(x), (1.35)

Íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå:

p = p0 + p̃. (1.36)
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Òàêèì îáðàçîì, èùóòñÿ ïîëíûå ïîëÿ ñêîðîñòè v è äàâëåíèÿ p âèäà (1.32)

è (1.36), ñîîòâåòñòâåííî, ãäå v0 è p0 � çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ôîð-

ìóëàìè (1.33), (1.34),(1.35), u è p̃ � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, êîòîðûå â îáåèõ

îáëàñòÿõ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü çàêîíó Äàðñè-Áðèíêìàíà

u(x) = −κm
µ
∇p̃(x) + κm∆u(x), x ∈ Ωm , m = 1, 2, (1.37)

è óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè

∇ · u = 0, x ∈ Ωm , m = 1, 2, (1.38)

à òàêæå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:{
v+(x) = v−(x), x ∈ Σ,

p+(x) = p−(x), x ∈ Σ.
(1.39)

Çäåñü κm � êîýôôèöèåíò ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè ïîðèñòîé ñðåäû Ωm,

m = 1, 2, µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè. Ïîëÿ u è p̃ îïðåäåëåíû â

îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 è äëÿ êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåé äîëæíû èìåòü ïðîäîëæåíèå

ïî íåïðåðûâíîñòè íà ïîâåðõíîñòü Σ òàê, ÷òî u ∈ C2(Ω) ∩ C0,α
V (Ω̄),

p ∈ C2(Ω) ∩ C1,α(Ω̄), m = 1, 2.

Âòîðè÷íîå ïîëå ñêîðîñòåé u ïðåäñòàâèì â âèäå u = up+us, ãäå up = ∇φ
� ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, us � ñîëåíîèäàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, ïðè÷åì,

φ = κmp/µ, us = −κmrot rotu â îáëàñòè Ωm, m = 1, 2.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïîòåíöèàëîì äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

U [Σ, g] ñ ïëîòíîñòüþ g, çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè Σ íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé

èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

U [Σ, g](x) =

∫
Σ

g(y)
∂F (x− y)

∂ny
dσy, x ∈ R3 \ Σ. (1.40)

Ïîòåíöèàë φ áóäåì èñêàòü â âèäå:

φ = W [Σ, h] + U [Σ, g] x ∈ x ∈ Ωm , m = 1, 2, (1.41)

ãäå W [Σ, h] ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ, çàäàííûé ôîðìóëîé (1.6), à U [Σ, g]
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ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ.

Ñîëåíîèäàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïîëÿ ñêîðîñòåé áóäåì èñêàòü â âèäå

us(x) = Rβm
[Σ, j](x), ãäå îïåðàòîð R îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.17), è

βm = 1/κm, m = 1, 2.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå èçâåñòíûå è èñïîëüçóåìûå äàëåå ñâîéñòâà ïî-

òåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Ñâîéñòâî 4. (ñì. [37], òåîðåìû 2.13, 2.21-2.23 ñòð. 59, 66-69) Ïîòåíöè-

àë äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ g ∈ C(Σ), îïðåäåëåíûé âûðàæåíèåì (1.40)

â òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà R3 \ Σ, ÿâëÿåòñÿ íà ýòîì ìîæåñòâå ãàðìîíè÷å-

ñêîé ôóíêöèåé. Äëÿ êàæäîé èç îáëàñòåé Ω1 � âíåøíåé è Ω2 � âíóòðåííåé

ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè Σ, ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ U [Σ, g] ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåí ïî íåïðåðûâíîñòè íà ïîâåðõíîñòü Σ ñî ñòîðîíû ýòîé îá-

ëàñòè. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ U [Σ, g] ∈ C0,α(Ω̄),

U [Σ, g] ∈ C0,α(R3 \Ω) è äëÿ êðàåâûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè U [Σ, g] íà ïîâåðõíî-

ñòè Σ ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå:

U [Σ, g](x)± = U [Σ, g](x)± g(x)

2
x ∈ Σ, (1.42)

ãäå U [Σ, g](x) � ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, ïîëó÷àåìîå ïðè

x ∈ Σ íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèÿ (1.40).

Åñëè ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ g ∈
C1,α(Σ), òî äëÿ êàæäîé èç îáëàñòåé Ω1 è Ω2 âåêòîðíîå ïîëå ∇U [Σ, h] ìîæ-

íî ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè íà ïîâåðõíîñòü Σ ñî ñòîðîíû ýòîé îá-

ëàñòè. Ïðè ýòîì âûïîëíåíû óñëîâèÿ U [Σ, g] ∈ C1,α(Ω̄m), m = 1, 2 è äëÿ

êðàåâûõ çíà÷åíèé ãðàäèåíòà ôóíêöèè U [Σ, h] ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

∇U [Σ, g]±(x) = ∇U [Σ, g](x)± 1

2
Grad g(x) x ∈ Σ. (1.43)

Ïîä ïðÿìûì çíà÷åíèåì ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ãðàíèöå ïî-

íèìàåòñÿ âûðàæåíèå

∇U [Σ, g](x) = −
∫
Σ

∇xF (x− y)× [Grad g(y)× n(y)]dσy x ∈ Σ. (1.44)
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Èç ñâîéñòâà 4, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ðàâåíñòâî:(
∂U [Σ, g]

∂nx

)+

=

(
∂U [Σ, g]

∂nx

)−
, x ∈ Σ.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðè÷íîå ïîëå ñêîðîñòåé èùåì â âèäå:

u = ∇W [Σ, h] +∇U [Σ, g] +Rβm
[Σ, j] x ∈ Ωm , m = 1, 2 (1.45)

Ïðè ýòîì äàâëåíèå p̃ èùåòñÿ â âèäå

p̃(x) = − µ

κm
(W [Σ, h] + U [Σ, g]) ïðè x ∈ Ωm , m = 1, 2. (1.46)

Òåïåðü, åñëè h ∈ C0,α(Σ), g ∈ C1,α(Σ) è j ∈ C0,α
T (Σ) (j � êàñàòåëüíîå

âåêòîðíîå ïîëå), è âòîðè÷íûå ïîëÿ u è p̃ èìåþò âèä (1.45), (1.46), òî â ñèëó

ñâîéñòâ 1, 3, 4 ïîëíûå ïîëå ñêîðîñòåé è ïîëå äàâëåíèé èìåþò íà ïîâåðõíî-

ñòè Σ êðàåâûå çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè:

v± = ∇φ0 +∇W [Σ, h]∓ 1

2
hn+

+∇U [Σ, h]± 1

2
Grad g +Rβm

[Σ, j]∓ 1

2
n× j (1.47)

p± = − µ

κm

(
W [Σ, h] + U [Σ, g]± 1

2
g + φ0

)
x ∈ Σ, (1.48)

ãäå m(+) = 1, m(−) = 2.

Òîãäà èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è (1.39) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé
g + δ (W [Σ, h] + U [Σ, g]) = −δφ0,

−h+ n · (R1[Σ, j]−R2[Σ, j]) = 0,

j + n× (Grad g +R1[Σ, j]−R2[Σ, j]) = 0,

x ∈ Σ, (1.49)

ãäå δ = 2κ2−κ1

κ2+κ1
.

Ïðè ýòîì èç ñâîéñòâ 1, 3, 4 ñëåäóåò

Òåîðåìà 5. Åñëè ôóíêöèè h ∈ C0,α(Σ), g ∈ C1,α(Σ) è êàñàòåëüíîå âåêòîð-
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íîå ïîëå j ∈ C0,α
T (Σ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

(1.49), α ∈ (0, 1), òî ïîëå ñêîðîñòåé u è ïîëå äàâëåíèé p̃, îïðåäåëÿåìûå ôîð-

ìóëàìè (1.45)-(1.46) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.37)�(1.39).

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (1.49). Íèæå äîêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûìè, ïî êðàéíåé

ìåðå, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ðàçëè÷èè êîýôôèöèåíòîâ ïðîâîäèìîñòè κ1 è κ2,

ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèÿìè ñàìèõ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü

ïðèìåíåíèåì òåîðåìû î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè.

Ïðè âûâîäå îöåíîê áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëîæè-

òåëüíûå êîýôôèöèåíòû κ1 è κ2, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì:

κ1 ≤M0, κ2 ≤M0,
1

κ1
≤M0,

1

κ1
≤M0, (1.50)

ãäå M0 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ W , U ,

Rm, m = 1, 2.

Ñâîéñòâî 5. Ïóñòü h è g åñòü ôóíêöèè, çàäàííûå íà ïîâåðõíîñòè Σ. Ðàñ-

ñìîòðèì îïåðàòîðû W è U , ñòàâÿùèå â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèÿì h è g

íîâûå ôóíêöèè W [Σ, h] è U [Σ, g] íà ïîâåðõíîñòè Σ, îïðåäåëÿåìûå âûðàæå-

íèÿìè (1.6) è (1.40), ñîîòâåòñòâåííî, ïðè x ∈ Σ. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîí-

ñòàíòû α ∈ (0, 1):

1. W : C(Σ) → C0,α(Σ) îãðàíè÷åí, W : C0,α(Σ) → C1,α(Σ) îãðàíè÷åí.

2. U : C(Σ) → C0,α(Σ) îãðàíè÷åí, U : C0,α(Σ) → C1,α(Σ) îãðàíè÷åí.

Ýòî ñâîéñòâî îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ, ïðèâåäåííûõ â [37] � 2.7, ñòð. 72-74.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð DR, êîòîðûé êàñàòåëüíîìó ïîëþ j íà ïîâåðõíî-

ñòè Σ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðíóþ ôóíêöèþ DR[Σ, j], îïðåäåëåííóþ íà

ïîâåðõíîñòè Σ, ïî ôîðìóëå

DR[Σ, j](x) = R1[Σ, j](x)−R2[Σ, j](x), x ∈ Σ. (1.51)

Ëåììà 6. Ïðè α ∈ (0, 1] îïåðàòîð DR : C0,α
T (Σ) −→ C0,α

V (Σ) îãðàíè÷åí. Ïðè

ýòîì íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C, çàâèñÿùàÿ îò ïîâåðõíîñòè Σ, ïàðàìåòðà α
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è êîíòàíòû M0 â îöåíêàõ (1.50) òàêàÿ, ÷òî

∥DR∥ ≤ C|κ1 − κ2|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò

ïîâåðõíîñòè Σ, ïàðàìåòðà α è êîíòàíòû M0 â îöåíêàõ (1.50), ïðè÷åì, â ðàç-

ëè÷íûõ îöåíêàõ çíà÷åíèå êîíñòàíòû C ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì.

Äëÿ ðàçíîñòè îïåðàòîðîâ R1 è R2 â ôîðìóëå (1.51) ñïðàâåäëèâî âûðàæå-

íèå:

R1[Σ, j]−R2[Σ, j] =

∫
Σ

j(y)×Q(x, y)dσy, Q(x, y) = ∇x
e−β1|x−y| − e−β2|x−y|

4π|x− y|
,

ãäå βm = 1/
√
κm, m = 1, 2.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φ(r) = (1− e−r)/r, r ∈ [0,∞). Ýòà ôóíêöèÿ èìååò

îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ íà ïðîìåæóòêå [0,∞). Ôóíêöèÿ

Q(x, y) ïðåäñòàâëÿåòñÿ âèäå:

Q(x, y) =
1

4π
∇x (β1Φ(β1r)− β2Φ(β2r)) =

1

4π

(
β2
1Φ

′(β1r)− β2
2Φ

′(β2r)
)
τ ,

ãäå r = |x− y|, τ = x−y
r . Òîãäà

|Q(x, y)| ≤ C |β1 − β2| .

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü Q(x, y) − Q(z, y), x, z, y ∈ Σ. Îáîçíà÷èì rx =

|x− y|, rz = |z − y|, τx = (x− y)/rx, τz = (z − y)/rz. Òîãäà

τx−τz =
(x− y)

rx
−(z − y)

rz
=

(x− z)

rx
+(z−y)

(
1

rx
− 1

rz

)
=

(x− z)

rx
+τz

rz − rx
rx

.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà:

|τx − τz| ≤ C
|x− z|
|x− y|

.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

Φ′(βrx)− Φ′(βrz) = β (rx − rz)

∫ 1

0

Φ′′(β(rz + ξ(rx − rz)))dξ,

ïîëó÷àåì îöåíêó:

|Q(x, y)−Q(z, y)| ≤ C
|x− z| |β1 − β2|

|x− y|
, x, y, z ∈ Σ, x ̸= y, z ̸= y.

Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà DR ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|DR[Σ, j](x)| ≤ C |β1 − β2| ∥j∥C , x ∈ Σ,

|DR[Σ, j](x)−DR[Σ, j](z)| ≤ C |x− z| |β1 − β2| ∥j∥C , x, z ∈ Σ.

Èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè Σ, êîíñòàíòû M0 èç óñëî-

âèé (1.50) è êîíñòàíòû α ∈ (0, 1) íàéäåòñÿ δ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè

|κ1 − κ2| < δ0 (1.52)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.49) â êëàññå ôóíêöèé h ∈
C0,α(Σ), g ∈ C1,α(Σ), j ∈ C0,α

T (Σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.49). Ïåðå-

ïèøåì åãî â âèäå:

(I + δU)g = f, f = −δ(Wh+ φ0), (1.53)

U è W� îïåðàòîðû, ðàññìîòðåííûå ñ ñâîéñòâå 5. Åñëè h ∈ C0,α(Σ), òî f ∈
C1,α(Σ) â ñèëó ñâîéñòâà 5. Èç ñâîéñòâà 5 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð U ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê îãðàíè÷åííûé îïðåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà

C1,α(Σ) â ñåáÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå δ0 > 0, ÷òî ïðè óñëîâèè (1.52) âûïîëíåíà

îöåíêà ∥δU∥ < 1/2, ãäå íîðìà âçÿòà êàê äëÿ îïåðàòîðà: C1,α(Σ) → C1,α(Σ).
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Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð (I + δU)−1 : C1,α(Σ) → C1,α(Σ),

(I + δU)−1 = I +
∞∑
n=1

(−δU)n, ∥(I + δU)−1∥ ≤ 1 +
∞∑
n=1

∥δU∥n ≤ 2.

Òåïåðü èñêëþ÷èì íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ g èç óðàâíåíèé (1.49).

Ââåäåì îïåðàòîð B = Grad(I + δU)−1W . Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà 5, îïåðàòîð

W : C0,α(Σ) → C1,α(Σ), îïåðàòîð (I + δU)−1 : C1,α(Σ) → C1,α(Σ). Êðîìå

òîãî, îïåðàöèþ Grad ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð Grad : C1,α(Σ) →
C0,α

T (Σ). Òîãäà îïåðàòîð B : C0,α(Σ) → C0,α
T (Σ), ïðè÷åì, îïåðàòîð B ïðè ýòîì

îãðàíè÷åí. Âûðàæàÿ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ g ÷åðåç íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ h

èç óðàâíåíèÿ (1.53), ñèñòåìó (1.49) ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå:−h+ n ·DRj = 0

j + n×DRj − δn×Bh = δa,
(1.54)

ãäå a = n×Grad(I + δU)−1φ0, ïðè÷åì, a ∈ C0,α
T (Σ).

Ïóñòü L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ ψ = (h, j)T : h ∈ C0,α, j ∈ C0,α
T

ñ íîðìîé

∥ψ∥ = ∥h∥0,α + ∥j∥0,α. Çàïèøåì ñèñòåìó (1.54) â ìàòðè÷íîì âèäå:

ψ + Aψ =

(
0

δa

)
A =

(
0 n ·DR

−δn×B n×DR

)

Îïÿòü îáîçíà÷àåì ÷åðåç C êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò ïîâåðõíîñòüè Σ, ïà-

ðàìåòðà α è êîíòàíòû M0 â îöåíêàõ (1.50), ïðè÷åì, â ðàçëè÷íûõ îöåíêàõ

çíà÷åíèå êîíñòàíòû C ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Â ñèëó ëåììû 6 âûïîëíåíû

ñâîéñòâà: îïåðàòîð n · DR : C0,α → C0,α, n × DR : C0,α → C0,α
T è ïðè ýòîì

∥n ·DR∥ ≤ C|κ1 − κ2|, ∥n×DR∥ ≤ C|κ1 − κ2|. Òîãäà îïåðàòîð A : L → L è

∥A∥ ≤ C|κ1−κ2|. Çíà÷èò íàéäåòñÿ êîíñòàíòà δ0 òàêàÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè (1.52)
âûïîëíåíî óñëîâèå ∥A∥ < 1. Íî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1.54) îäíîçíà÷íî

ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé h ∈ C0,α, j ∈ C0,α
T . Ôóíêöèÿ g ∈ C1,α

îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1.53).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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1.6 Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ ñ âñàñûâàíèåì

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ òå÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëîâ ñðåä ñ ó÷å-

òîì âñàñûàíèÿ æèäîêñòè âî âíóòðåííåé îáëàñòè. Ïóñòü çàäàíà çàìêíóòàÿ ïî-

âåðõíîñòü Σ. Îáîçíà÷èì â ýòîì ðàçäåëå âíåøíþþ (íåîãðàíè÷åííóþ) îáëàñòü

Ω1, à âíóòðåííþþ îáëàñòü Ω2.

Ñêîðîñòü è äàâëåíèÿ çàäàíû êàê ñóììà èçâåñòíîãî ïåðâè÷íîãî ïîëÿ è

íåèçâåñòíîãî âòîðè÷íîãî ïîëÿ (1.32), (1.36). Ïóñòü ïåðâè÷íûå ïîëÿ v0 è p0

çàäàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ íèõ âûïîëíåíû çàêîíà Äàðñè è óðàâíåíèå

íåðàçðûâíîñòè: v0(x) = −κi

µ∇p0(x),

∇ · v0(x) = 0,
x ∈ Ωi, i = 1, 2. (1.55)

Â ÷àñòíîñòè, v0 è p0 ìîãóò áûòü ïîëÿìè èíäóöèðóåìûìè òî÷å÷íûìè èñòî÷-

íèèêàìè, çàäàíûìè âûðàæåíèÿìè (1.33), (1.35) Çàìåòèì, ÷òî ïåðâè÷íîå ïîëå

äàâëåíèé p0 íåïðåðûâíî âî âñåé îáëàñòè Ω, à ïîëå ñêîðîñòåé v0 ïðåòåðïåâàåò

ðàçðûâ íà ãðàíèöå Σ.

Ôèëüòðàöèÿ æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Äàðñè-Áðèíêìàíà äëÿ íåèç-

âåñòíûõ ïîëåé v � ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè æèäêîñòè è p � äàâëåíèÿ æèäêî-

ñòè (1.37). Âî âíåøíåé îáëàñòè âûïîëíåíî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, âî âíóò-

ðåííåé ïðîèñõîäèò ñòîê æèäêîñòè∇ · u = 0, x ∈ Ω1,

∇ · u = −L(p̃− pv), x ∈ Ω2.
(1.56)

ãäå L � êîýôôèöèåíò âñàñûâàíèÿ æèäêîñòè, pv � èçâåñòíîå äàâëåíèå â ñèñòåìå

ñ êîòîðîé ïðîèñõîäèò îáìåí æèäêîñòüþ.

Íà ãðàíèöå îáëàñòè ôèëüòðàöèè Σ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñóì-

ìàðíîé ñêîðîñòè æèäêîñòè è ñóììàðíîãî äàâëåíèÿ (1.39), ÷òî ðàâíîñèëüíî

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì äëÿ âòîðè÷íûõ ïîëåé

p̃+ = p̃−, x ∈ Σ; (1.57)

u+ − u− = −(v+
0 − v−

0 ), x ∈ Σ. (1.58)
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Ïîëå ñêîðîñòåé u ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ïîòåíöèàëüíîãî vp è ñîëåíîè-

äàëüíîãî vs ïîëåé.

vp = grad

(
κidiv v − κi

µ
p

)
(1.59)

vs = −κirot rotv (1.60)

Ñîëåíîèäàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â îáëàñòè Ωm, m = 1, 2, òàê æå êàê è â

ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîð R: vs = Rβm
[Σ, j], ãäå

βm = 1/
√
κm. Äàëåå áóäåò îïèñàíî ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëíèÿ

äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé.

Â îáëàñòè Ω1 div v = 0 (èç óðàâíåíèÿ (1.56)), ñëåäîâàòåëüíî

vp = −grad
κ1
µ
p = gradφ, φ = −κ1

µ
p

∇ · vp = ∆φ = 0, x ∈ Ω1

Âî âíåøíåé îáëàñòè ïîòåíöèàë φ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà,

ïîýòîìó ìû áóäåì ñòðîèòü äëÿ íåãî èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèå, èñïîëüçóÿ

ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî (1.6) è äâîéíîãî ñëîÿ (1.40).

Âî âíóòðåííåé îáëàñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ:vp = ∇
(
κi∇ · vp −

κi
µ
p

)
∇ · vp = −L(p− pv)

=⇒

φ = −
(
κiL+

κi
µ

)
p

∆φ− λ2φ = Lpv

, λ2 =
Lµ

κ2(1 + Lµ)
.

Ïîòåíöèàë φ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Ðå-

øåíèå ñòðîèòñÿ êàê ñóììà ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è îá-

ùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. ×àñòíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ êîíñòàí-

òà

φv = − L

λ2
pv

Îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è

äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïîòåíöèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà,
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ðàçìåùåííîãî íà ïîâåðõíîñòè Σ, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Wλ[Σ, h](x) =

∫
Σ

h(y)Fλ(x− y)dσy, F (x− y) =
exp{−λ|x− y|}

4π|x− y|
, (1.61)

ãäå x ∈ R3 \ Σ, h � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, êîòîðàÿ åñòü ôóíê-

öèÿ, çàäàííàÿ íà ïîâåðõíîñòè Σ.

Ñâîéñòâî 6. (ñì. [37] �2.4, Òåîðåìà 2.12, ñòð. 58, �2.5, Òåîðåìà 2.17, ñòð.

62) Åñëè h ∈ C(Σ), òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ W [Σ, h](x) îïðåäåëåí âû-

ðàæåíèåì (1.61) â òîì ÷èñëå è ïðè x ∈ Σ. Ïðè ýòîì åñòü W [Σ, h](x) åñòü

ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî Ãåëüäåðó âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ëþáûì ïîêà-

çàòåëåì α ∈ (0, 1)

Wλ[Σ, h]
±(x) = Wλ[Σ, h](x), x ∈ Σ. (1.62)

Åñëè h ∈ C0,α(Σ), ãäå α ∈ (0, 1), òî ãðàäèåíò ∇W [Σ, h] ôóíêöèè W [Σ, h]

ìîæíî ïðîäîëæèòü ñ ñîõðàíåíèåì íåïðåðûâíîñòè ïî Ãåëüäåðó íà ïîâåðõ-

íîñòü Σ êàê ñî ñòîðîíû âíóòðåííåé îáëàñòè Ω, òàê è ñî ñòîðîíû âíåø-

íåé îáëàñòè R3 \ Ω̄. Ïðè ýòîì âûïîëíåíû óñëîâèÿ ∇W [Σ, h] ∈ C0,α
V (Ω̄),

∇W [Σ, h] ∈ C0,α
V (R3 \ Ω), à äëÿ êðàåâûõ çíà÷åíèé ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà

ïðîñòîãî ñëîÿ ñïðàâäåäëèâà ôîðìóëà:

∇Wλ[Σ, h]
±(x) = ∇Wλ[Σ, h](x)∓

1

2
h(x)n(x) x ∈ Σ, (1.63)

ãäå ∇Wλ[Σ, h](x) � òàê íàçûâàåìîå ïðÿìîå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà

ïðîñòîãî ñëîÿ, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

∇Wλ[Σ, h](x) =

∫
Σ

h(y)∇xFλ(x− y)dσy, x ∈ Σ,

èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïîòåíöèàëîì äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Uλ[Σ, g] ñ ïëîòíîñòüþ g, çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè Σ íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé

èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Uλ[Σ, g](x) =

∫
Σ

g(y)
∂Fλ(x− y)

∂ny
dσy, x ∈ R3 \ Σ. (1.64)
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Ñâîéñòâî 7. (ñì. [37], òåîðåìû 2.13, 2.21-2.23 ñòð. 59, 66-69) Ïîòåíöèàë

äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ g ∈ C(Σ), îïðåäåëåíûé âûðàæåíèåì (1.64) â

òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà R3 \ Σ, ÿâëÿåòñÿ íà ýòîì ìîæåñòâå ãàðìîíè÷åñêîé

ôóíêöèåé. Äëÿ êàæäîé èç îáëàñòåé Ω1 � âíåøíåé è Ω2 � âíóòðåííåé ïî îò-

íîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè Σ, ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ Uλ[Σ, g] ìîæåò áûòü

ïðîäîëæåí ïî íåïðåðûâíîñòè íà ïîâåðõíîñòü Σ ñî ñòîðîíû ýòîé îáëàñòè.

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ Uλ[Σ, g] ∈ C0,α(Ω̄),

Uλ[Σ, g] ∈ C0,α(R3 \ Ω) è äëÿ êðàåâûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè Uλ[Σ, g] íà ïîâåðõ-

íîñòè Σ ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå:

Uλ[Σ, g](x)
± = Uλ[Σ, g](x)±

g(x)

2
x ∈ Σ, (1.65)

ãäå Uλ[Σ, g](x) � ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, ïîëó÷àåìîå ïðè

x ∈ Σ íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèÿ (1.64).

Åñëè ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ g ∈
C1,α(Σ), òî äëÿ êàæäîé èç îáëàñòåé Ω1 è Ω2 âåêòîðíîå ïîëå ∇Uλ[Σ, h] ìîæ-

íî ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè íà ïîâåðõíîñòü Σ ñî ñòîðîíû ýòîé îá-

ëàñòè. Ïðè ýòîì âûïîëíåíû óñëîâèÿ Uλ[Σ, g] ∈ C1,α(Ω̄m), m = 1, 2 è äëÿ

êðàåâûõ çíà÷åíèé ãðàäèåíòà ôóíêöèè Uλ[Σ, h] ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

∇Uλ[Σ, g]
±(x) = ∇Uλ[Σ, g](x)±

1

2
Grad g(x), x ∈ Σ. (1.66)

Ïîä ïðÿìûì çíà÷åíèåì ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ãðàíèöå ïî-

íèìàåòñÿ âûðàæåíèå

∇Uλ[Σ, g](x) =

∫
Σ

[Grad g(y)× n(y)]×∇xF (x− y)dσy−

− λ2
∫
∂Σ

F (x− y)n(y)g(y), x ∈ Σ. (1.67)

Çäåñü ∂Σ � êðàé ïîâåðõíîñòè Σ (åñëè Σ åñòü çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, âòî-

ðîé èíòåãðàë â âûðàæåíèè (1.67) ðàâåí íóëþ).

Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ. Âòîðè÷íûå ïî-

ëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèé â îáëàñòÿõ Ω1, Ω2 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâ-
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íåíèÿìè:

φ = Uλm
[Σ, g] +Wλm

[Σ, h]− χΩ2

pv
αm

, (1.68)

v = ∇Uλm
[Σ, g] +∇Wλm

[Σ, h] +Rβm
[Σ, j], (1.69)

p = −αm (Uλm
[Σ, g] +Wλm

[Σ, h]) + χΩ2
pv. (1.70)

Çäåñü χΩ2
� èíäèêàòîð îáëàñòè Ω2, âñïîìîãàòåëüíûå ïðàìåòðû αm, βm, λm

ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1.1.

Ω1 λ1 = 0 α1 =
µ
κ1

β1 =
1√
κ1

Ω2 λ2 =
√

Lµ
κ2(1+Lµ) α2 =

µ
κ2(1+Lµ) β2 =

1√
κ2

Òàáëèöà 1.1: Âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç îñíîâíûå
ïðàìåòðû ìîäåëè: κm � ãèäðàâëè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü îáëàñòè Ωm, m = 1, 2,
µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè, L � êîýôôèöèåíò âñàñûâàíèÿ.

Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâè-

ÿì (1.57)�(1.58):

α1 + α2

2
g + α1U0 − α2Uλ + α1W0 − α2Wλ = −pv, (1.71)

n · (∇U0 −∇Uλ)− h+ n · (∇W0 −∇Wλ) + n · (Rβ1
−Rβ2

) =
κ1 − κ2
µ

n · ∇p0,
(1.72)

n×Grad g + n× (∇U0 −∇Uλ) + n× (∇W0 −∇Wλ)+

+ j + n× (Rβ1
−Rβ2

) =
κ1 − κ2
µ

n×∇p0. (1.73)

Ïîñëå òîãî, êàê ñèñòåìà (1.71)�(1.73) ðåøåíà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

ïëîòíîñòåé ïîòåíöèàëîâ h, g, j, âòîðè÷íûå ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â îáëà-

ñòÿõ Ω1, Ω2 íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.69), (1.70), à ñóììàðíûå ïîëÿ ñêîðîñòè

è äàâëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (1.32), (1.36).
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1.7 Ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå â äâóõ îáëàñòÿõ

Ïóñòü Ω = Ω1

⋃
Ω2 � îáëàñòü ôèëüòðàöèè, îãðàíè÷åííàÿ ñíàðóæè çàìêíó-

òîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ Σ1. Σ2 � ãðàíèöà ìåæäó âíåøíåé, áîëåå ïðîíèöà-

åìîé îáëàñòüþ Ω1 è âíóòðåííåé, ìåíåå ïðîíèöàåìîé îáëàñòüþ Ω2. Ïðèìåð

ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðèâåäåí íà Ðèñóíêå 3.21 ñïðàâà.

Ôèëüòðàöèÿ æèäêîñòè â îáåèõ îáëàñòÿõ îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Äàðñè äëÿ

íåèçâåñòíûõ ïîëåé ñêîðîñòè v è äàâëåíèÿ p. Âî âíåøíåé îáëàñòè âûïîëíåíî

óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, âî âíóòðåííåé îáëàñòè ïðîèñõîäèò âñàñûâàíèå ïî

çàêîíó Ñòàðëèíãà.
v(x) = −κi

µ
∇p(x) x ∈ Ωi, i = 1, 2.

∇ · v(x) = 0, x ∈ Ω1,

∇ · v(x) = −LbA(p(x)− pb + σ ·∆π), x ∈ Ω2;

(1.74)

Äàíííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò ôèëüòðàöèþ ëèìôû â ëèìôîóçëå ñ ó÷å-

òîì âñàñûâàíèå â êðîâåíîñíóþ ñèñòåìó (ÊÑ). Çàêîí Ñòàðëèíãà îïèñûâàåò

ôèëüòðàöèþ è àáñîðáöèþ æèäêîñòè â êàïïèëÿðàõ. Äàííûé çàêîí áûë èñ-

ïîëüçîâàí â ìîäåëÿõ ëèìôîóçëà [7, 8]. Ïàðàìåòðû ìîäåëè: κi � êîýôôèöè-

åíò ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè â îáëàñòè Ωi, i = 1, 2, µ � äèíàìè÷åñêàÿ

âÿçêîñòü ëèìôû, Lb � êîýôôèöèåíò âñàñûâàíèÿ â êðîâü, A � ïëîùàäü ïî-

âåðõíîñòè êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ, pb � äàâëåíèå â ÊÑ, ∆π ñðåäíÿÿ ðàçíîñòü

îíêîòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â êðîâè è ëèìôå, σ � êîýôôèöèåíò îíêîòè÷åñêîãî

îòðàæåíèÿ.

Âíåøíÿÿ ãðàíèöà ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè ÷àñòè: îòâåðñòèÿ àôôåðåíòíûõ

(âõîäíûõ) ñîñóäîâ, â êîòîðûõ çàäàí ïîòîê ëèìôû (Σq), îòâåðñòèÿ ýôôå-

ðåíòíûõ (âûõîäíûõ) ñîñóäîâ, â êîòîðûõ çàäàíî äàâëåíèå (Σp) è íåïðîíè-

öàåìàÿ âíåøíÿÿ ãðàíèöà, ïîòîê ëèìôû ÷åðåç êîòîðóþ ðàâåí íóëþ (Σ0).

Σ1 = Σ0
⋃
Σq
⋃

Σp. Âíóòðåííÿ ãðàíèöà Σ2 îäíîðîäíà, äàâëåíèå è íîðìàëüíàÿ

êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû íà äàííîé ãðàíèöå.

Êàê è ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäàÿ èç ïîâåðõíî-

ñòåé Σm,m = 1, 2, îðèåíòèðîâàíà òàê, ÷òî ïîëîæèòåëüíîé ñ÷èòàåòñÿ âíåøíÿÿ

ñòîðîíà. Îáîçíà÷èì n = n(x), x ∈ Σm, m = 1, 2, � îðò âíåøíåé (ïîëîæè-

òåëüíîé) íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σm â òî÷êå x.
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Íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
n(x) · v−(x)− ξ(x) = f0(x), x ∈ Σ1;

p−(x) = ψ(x), x ∈ Σp;

n(x) · (v+(x)− v−(x)) = 0, x ∈ Σ2;

p+(x)− p−(x) = 0, x ∈ Σ2.

(1.75)

Çäåñü f0(x) � èçâåñòíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ëèìôû, f0(x) ≡ 0, x ̸∈ Σq. ψ(x)

� èçâåñòíîå äàâëåíèå íà Σp. Â ñèñòåìó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ââîäèòñÿ äîïîë-

íèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ξ(x) � íåèçâåñòíûé ïîòîê âåêòîðà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ

÷åðåç ïîâåðõíîñòü Σp, ξ(x) ≡ 0, x ̸∈ Σp.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

αi =
µ

κi
, L = LbA, pv = pb − σ ·∆π

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì çàäà÷, îïèñàíûõ â ïóíêòàõ 1.4

è 1.6, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîëå ñêîðîñòåé ïîòåíöèàëüíî. Ïîëå ñêîðîñòåé è

äàâëåíèé â îáëàñòÿõ Ω1, Ω2 èùþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

v = ∇Wλi
[Σ1, h] +∇Uλi

[Σ2, g] +∇Wλi
[Σ2, h], (1.76)

p = −αi (Wλi
[Σ1, h] + Uλi

[Σ2, g] +Wλi
[Σ2, h]) + χΩ2

pv. (1.77)

Çäåñü λ1 = 0 â Ω1 è λ2 =
√
Lα2 â Ω2, χΩ2

� èíäèêàòîð îáëàñòè Ω2.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå îïåðà-

òîðû:Wλ[S, h] � ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ h, Uλ[S, g] � ïîòåíöèàë

äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ g, îïðåäåëåííûå ðàíåå ôîðìóëàìè (1.61), (1.64).

Ïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèé â âèäå (1.76)�(1.77) óäîâëåòâîðÿþò ñè-

ñòåìå (1.74). Âèä ðåøåíèÿ (1.76)�(1.77) ïîäñòàâëÿåòñÿ â ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ (1.75). Âîçíèêàåò ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ

ïëîòíîñòåé ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ h, g

h1

2
+ n · ∇W0[Σ1, h] + n · ∇U0[Σ2, h] + n · ∇W0[Σ2, h]− ξ = f0 (1.78)
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α1W0[Σ1, h]− α2Wλ[Σ1, h] +
α1 + α2

2
g+

+ α1U0[Σ2, h]− α2Uλ[Σ2, h] + α1W0[Σ2, h]− α2Wλ[Σ2, h] = −pv (1.79)

n · (∇W0[Σ1, h]−∇Wλ[Σ1, h]) + n · (∇U0[Σ2, h]−∇Uλ[Σ2, h])−
− h2 + n · (∇W0[Σ2, h]−∇Wλ[Σ2, h]) = 0 (1.80)

Ðåøåíèå ñèñòåìû h, g ïîäñòàâëÿåòñÿ â óðàâíåíèÿ (1.76), (1.77), ÷òî ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â îáëàñòè ôèëüòðàöèè Ω

1.8 Âÿçêîå òå÷åíèå â ñèñòåìå îáëàñòåé

Ïóñòü Ω � îáëàñòü ôèëüòðàöèè, îãðàíè÷åííàÿ ñíàðóæè çàìêíóòîé ãëàä-

êîé ïîâåðõíîñòüþ Σ1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè Ω èìååòñÿ îñíîâíàÿ îá-

ëàñòü Ω1, äëÿ êîòîðîé âíåøíÿÿ ÷àñòü ãðàíèöû åñòü ïîâåðõíîñòü Σ1, è îá-

ëàñòè Ω2, ...,ΩNd
� ïîðèñòûå âêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü ãðàíèöàìè îáëàñòåé Ωm ÿâ-

ëÿþòñÿ ãëàäêèå çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè Σm, m = 2, ..., Nd. Ïðè ýòîì Ω =

Ω1 ∪ Ω̄2 ∪ ...Ω̄Nd è âñå îáëàñòè Ωm, m = 1, ..., Nd, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ

(çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå Ω̄ � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Ω). Îáîçíà÷èì

òàêæå Σ2 =
⋃Nd

m=2Σ
m � ñóììàðíàÿ ãðàíèöà âñåõ âêëþ÷åíèé. Áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî êàæäàÿ èç ïîâåðõíîñòåé Σm,m = 1, ..., Nd, îðèåíòèðîâàíà òàê, ÷òî

ïîëîæèòåëüíîé ñ÷èòàåòñÿ âíåøíÿÿ ñòîðîíà. Îáîçíà÷èì n = n(x), x ∈ Σm,

m = 1, ..., Nd, � îðò âíåøíåé (ïîëîæèòåëüíîé) íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σm â

òî÷êå x.

Âíåøíÿÿ ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü Σ1 ðàçäåëåíà íà òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ

÷àñòè Σ1 = Σ0
1

⋃
Σq

1

⋃
Σp

1, íà Σ
0
1 çàäàíî óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïîòîêà æèäêîñòè,

íà Σq
1 çàäàí ïîòîê æèäêîñòè, íà Σp

1 çàäàíî äàâëåíèå. Íà Σ2 çàäàíû óñëîâèå

íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ æèäêîñòè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôèëüòðàöèÿ æèäêîñòè â Ω îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì

Äàðñè-Áðèíêìàíà [38] äëÿ íåèçâåñòíûõ ïîëåé v � ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè æèä-

êîñòè è p � äàâëåíèÿ æèäêîñòè

v(x) = −κm
µ
∇p(x) + κm∆v(x), x ∈ Ωm, m = 1, . . . , Nd. (1.81)
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ãäå κm � êîýôôèöèåíò ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè ïîðèñòîé ñðåäû Ωm,

µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòÿõ Ωm, m = 2, ..., Nd ïðîèñõîäèò âñàñûâàíèå

æèäêîñòè â ïîðèñòóþ ñðåäó, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì, óñòàíàâëèâàþùèì

ñâÿçü ìåæäó äèâåðãåíöèåé ñêîðîñòè ôèëüòðàöèîííîãî òå÷åíèÿ è äàâëåíèåì.

Âî âíåøíåé îáëàñòè Ω1 âñàñûâàíèå è ïðèòîê æèäêîñòè îòñóòñòâóþò. Ïðè

ýòîì ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè äîëæíî ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèÿì:∇ · v = 0, x ∈ Ω1,

∇ · v = −Lm(p− pmv ), x ∈ Ωm, m = 2, . . . , Nd.
(1.82)

ãäå Lm � êîýôôèöèåíò âñàñûâàíèÿ æèäêîñòè, p0m � èçâåñòíîå äàâëåíèå,

m = 2, ..., Nd.

Íà ãðàíèöå Σ1 ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ íà ïîòîê èëè äàâëåíèå æèäêîñòè è óñëî-

âèå íåïðîñêàëüçûâàíèÿ, îáóñëîâëåííîå íàëè÷èåì âÿçêîñòè.
n(x) · v−(x)− ξ = f0(x), x ∈ Σ1,

n(x)× v−(x) = 0, x ∈ Σ1,

p−(x) = ψ(x), x ∈ Σp
1.

(1.83)

Ïîòîê âåêòîðà ñêîðîñòè f0(x) â òî÷êå x ∈ Σ1 òàêîâ, ÷òî f0(x) ≡ 0 ïðè

x ̸∈ Σq. Äàâëåíèå ψ(x) çàäàíî íà êîìïîíåíòå Σp
1, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïî-

ëàãàåì ψ(x) ≡ 0, x ̸∈ Σp. Ïðèòîê èëè ñòîê æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî

ïîòîêîì ÷åðåç âíåøíþþ ãðàíèöó, íî è âñàñûâàíèåì âî âíóòðåííèõ îáëàñòÿõ,

ïðè÷åì ïîòîê â îáëàñòü âñàñûâàíèÿ íåèçâåñòåí. Íàëè÷èå íà âíåøíåé ïîâåðõ-

íîñòè îáëàñòè Σp
1, ïîòîê ÷åðåç êîòîðóþ òàêæå íåèçâåñòåí ïîçâîëÿåò ìîäåëè

óäîâëåòâîðÿòü çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìàññ.

Íà ãðàíèöå Σ2 ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ è íîðìàëüíîé

è êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè æèäêîñòè.
p+ − p− = 0, x ∈ Σ2;

n(x) · (v+ − v−) = 0, x ∈ Σ2

n(x)× (v+ − v−) = 0, x ∈ Σ2.

(1.84)
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Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè îáó-

ñëîâëåíî íàëè÷èåì âÿçêîñòè.

Äëÿ âàëèäàöèè ìîäåëè â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàí çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ìàññ, çàïèñûâàþùèéñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
Σq

1

f0(x)dx+

∫
Σp

1

ξ(x)dx =

∫
Σ2

n(x) · v+(x)dx (1.85)

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí äèâåðãåíöèè âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè â

îáëàñòè Ω2 ∪ ... ∪ ΩNd.

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ. Óðàâíå-

íèÿ (1.81)�(1.82) ïîçâîëÿþò ðàçëîæèòü ïîëå ñêîðîñòåé íà ïîòåíöèàëüíóþ vp

è ñîëåíîèäàëüíóþ vs ñîñòàâëÿþùèå â êàæäîé èç îáëàñòåé Ωm:

v = vp + vs,

vp = grad

(
−κm
µ
p+ κmdiv v

)
vs = rot (−κmrotv) .

Óðàâíåíèå (1.82) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ vp. Çàïèøåì ýòó

ñèñòåìó åäèíîîáðàçíî äëÿ âñåõ îáëàñòåé Ωm, ïîëîæèâ L1 = 0 è p01 = 0.vp = grad

(
−κm
µ
p+ κmdiv vp

)
,

div vp = −Lm(p− pmv ),

x ∈ Ωm, m = 1, . . . , Nd.

Âûðàçèâ ñêîðîñòü ÷åðåç äàâëåíèå vp = −∇p
αm
, ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ äàâëåíèÿ

íåîäíîðîäíå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà.

∆p− (Lmαm)p = −Lmαmp
m
v , αm =

µ

κm(1 + Lmµ)
, m = 1, . . . , Nd. (1.86)

Ìû áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà êàê ñóì-

ìó ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîä-

íîãî. ×àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â Ωm ÿâëÿåòñÿ p = p0m,

m = 2, . . . , Nd.

Îáîçíà÷èì λ2m = Lmαm. Îáùèì ðåøåíèåå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
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ãîëüöà (1.86) â îáëàñòè Ωm ÿâëÿþòñÿ Wλm
[S, h] � ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ

ñ ïëîòíîñòüþ h, è Uλm
[S, g] � ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ g,

ðàçìåùåííûå íà âíåøíåé è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè S, â êà÷åñòâå êîòî-

ðîé ìîãóò áûòü âûáðàíû ïîâåðõíîñòü Σ1, ëèáî îäíà èç ïîâåðõíîñòåé Σm,

m = 2, ..., Nd. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âî âíåøíåé îáëàñòè ñ L1 = 0 è p01 = 0,

ò.å. óðàâíåíèå (1.86) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì Ëàïëàñà. Ïîòåíöèàëû

Wλ1
[S, h](x), Uλ1

[S, g](x) c λ1 = 0 ÿâëÿþòñÿ ëàïëàñîâñêèìè ïîòåíöèàëàìè â

òî÷êàõ x ∈ Ω1.

Ñîëåíîèäàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âåê-

òîðíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â êàæäîé èç îáëàñòåé Ωm,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë Rβm
[Σm, j], çàäàâàåìûé

ôîðìóëîé (1.17), ãäå j � êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè Σm,

βm = 1/
√
κm.

Ïîëå ñêîðîñòåé è äàâëåíèå â îáëàñòÿõ Ωm, m = 1, . . . , Nd áóäåì èñêàòü â

âèäå:

v = ∇Wλm
[Σ1, h] +Rβm

[Σ1, j] +∇Uλm
[Σ2, g] +∇Wλm

[Σ2, h] +Rβm
[Σ2, j];

(1.87)

p = −αm (Wλm
[Σ1, h] + Uλm

[Σ2, g] +Wλm
[Σ2, h]) + pmv . (1.88)

Çàïèñàííûå ñêîðîñòü v è äàâëåíèå p óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (1.81)

è (1.82) â îáëàñòÿõ Ωm, m = 1, . . . , Nd.

Ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïîäñòàâèâ êðàåâûå çíà÷åíèÿ

èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ñèñòåìû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.83)�(1.84) ìû ïî-

ëó÷àåì ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèå íà íîðìàëüíóþ êîì-

ïîíåíòó âåêòîðà ñêîðîñòè íà âíåøíåé ãðàíèöå Σ1

1

2
h+ n · ∇W0[Σ1, h] + n ·Rβ1

[Σ1, j]+

+ n · ∇U0[Σ2, g] + n · ∇W0[Σ2, h] + n ·Rβ1
[Σ2, j]− ξ = f0, (1.89)
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óðàâíåíèå íà êàñàòåëüíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà ñêîðîñòè íà Σ1

n×∇W0[Σ1, h]−
1

2
j + n×Rβ1

[Σ1, j]+

+ n×∇U0[Σ2, g] + n×∇W0[Σ2, h] + n×Rβ1
[Σ2, j] = 0, (1.90)

óðàâíåíèå íà äàâëåíèå íà ÷àñòè âíåøíåé ãðàíèöû Σp
1

W0[Σ1, h](x2) + U0[Σ2, g] +W0[Σ2, h] =
κ1
µ
ψ, (1.91)

óðàâíåíèå íà äàâëåíèå íà ãðàíèöå Σm, m = 2, . . . , Nd

α1W0[Σ1, h]− αmWλm
[Σ1, h] +

α1 + αm

2
g + α1U0[Σ

m, h]− αmUλm
[Σm, h]+

+ α1W0[Σ
m, h]− αmWλm

[Σm, h] = −pmv , (1.92)

óðàâíåíèå íà íîðìàëüíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà ñêîðîñòè íà Σm,m = 2, . . . , Nd

n · (∇W0[Σ1, h]−∇Wλm
[Σ1, h]) + n · (Rβ1

[Σ1, j]−Rβm
[Σ1, j])+

+ n · (∇U0[Σ
m, g]−∇Uλm

[Σm, g])− h+ n · (∇W0[Σ
m, h] +∇Wλm

[Σm, h])+

+ n · (Rβ1
[Σm, j]−Rβm

[Σm, j]) = 0, (1.93)

óðàâíåíèå íà êàñàòåëüíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà ñêîðîñòè íàΣm,m = 2, . . . , Nd

n× (∇W0[Σ1, h]−∇Wλm
[Σ1, h]) + n× (Rβ1

[Σ1, j]−Rβm
[Σ1, j])+

+ n×Grad g + j + n× (∇U0[Σ
m, g]−∇Uλm

[Σm, g])+

+ n× (∇W0[Σ
m, h]−∇Wλm

[Σm, h]) + n× (Rβ1
[Σm, j]−Rβm

[Σm, j]) = 0.

(1.94)

Åñëè ôóíêöèè h, g è j ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëü-

íûõ óðàâíåíèé (1.89)�(1.94), òî ñêîðîñòü è äàâëåíèå, îïðåäåëÿåìûå ôîðìó-

ëàìè (1.87), (1.88), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1.81)�(1.84).
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Ãëàâà 2

×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâåíèé äëÿ çàäà÷

ôèëüòðàöèè âÿçêîé

æèäêîñòè

Ïðè ïîäãîòîâêå äàííîé ãëàâû äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ïóáëèêàöèè àâ-

òîðà [32,33], â êîòîðûõ, ñîãëàñíî Ïîëîæåíèþ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé

â ÌÃÓ, îòðàæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëîæåíèÿ è âûâîäû èññëåäîâàíèÿ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áóäåò

èñïîëüçîâàí ìåòîä êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñòíûõ ôóíê-

öèé è ìåòîä êîëëîêàöèé. Ñíà÷àëà áóäóò ïðèâåäåíà îáùàÿ ñõåìà äèñêðåòè-

çàöèè ïîâåðõíîñòè, èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ïðî÷èõ ôóíêöèé, ïîñëå ÷åãî

áóäóò ïîñòðîåíû ÷èñëåííûå ñõåìû äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðàçëè÷íûì çàäà÷àì èç Ãëàâû 1.
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2.1 Äèñêðåòèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè

Êàæäàÿ èç ïîâåðõíîñòåé, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü ôèëüòðàöèè è îáëàñòè

âêëþ÷åíèé, àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé ÷åòûðåõ óãîëüíûõ ÿ÷ååê, âñå âåð-

øèíû êîòîðûõ ëåæàò íà àïïðîêñèìèðóåìîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ êàæäîé ïî-

âåðõíîñòè Σm, m = 1..Nd çàäàíà ñèñòåìà ÿ÷ååê σk, k = 1, ..., Nm, àïïðîêñè-

ìèðóþùèõ äàííóþ ïîâåðõíîñòü. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé

èç ïîâåðõíîñòåé Σm, m = 1, ..., Nd, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè ôèëüòðà-

öèè èëè ãðàíèöåé îäíîãî èç âêëþ÷åíèé, ñèñòåìà ÿ÷ååê σk, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýòîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçóåò íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü Σ̃m, íà êîòî-

ðîé óêàçàííûå ÿ÷åéêè ôîðìèðóþò êîíôîðìíóþ ñåòêó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

âñå àïïðîêñèìèðîâàííûå ïîâåðõíîñòè Σ̃m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþòñÿ, òàê æå

êàê è èñõîäíûå ïîâåðõíîñòè.

Êðàåì êàæäîé ÿ÷åéêè ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðî-

ñòðàíñòâåííûé ÷åòûðåõóãîëüíûé êîíòóð. Ïðè ïîñòðîåíèè ðàçáèåíèÿ ìîãóò

âîçíèêàòü òàêæå òðåóãîëüíûå ÿ÷åéêè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âûðîæ-

äåííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè ñ äâóìÿ ñîâïàäàþùèìè âåðøèíàìè.

Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì k îïðåäåëèì âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè nk

êàê åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíà-

ëåé (ñì. Ðèñóíîê 2.1 â öåíòðå). Ïîñòðîèì òàêæå äâà âåêòîðà τ 1
k , τ

2
k , êîòîðûå

áóäåì íàçâàòü êàñàòåëüíûìè äëÿ ÿ÷åéêè σk, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òðîéêà

âåêòîðîâ (nk, τ
1
k , τ

2
k ) = 1 ÿâëÿëàñü ïðàâîé îðòîíîðìèðîâàííîé. Äëÿ êàæäîé

ÿ÷åéêè âû÷èñëèì ïëîùàäü sk êàê ïîëîâèíó ìîäóëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

äèàãîíàëåé. Òàêæå äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïîñòðîèì òî÷êó êîëëîêàöèè xk, êàê

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñðåäíèõ ëèíèé ÿ÷åéêè.

Ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè f0 çàìåíÿåòñÿ íàáîðîì çíà÷åíèé â òî÷êàõ êîëëî-

êàöèè f0,i = f0(xi). Â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ íà âíåøíåé ãðàíöèöå çàäàíî

ñìåøàííîå ãðàí÷íîå óñëîâèå (1.25)�(1.27), (1.75), (1.83), äåëàåòñÿ ñëåäóþùåå:

ïîâåðõíîñòü Σ̃1 ðàçáèâàåòñÿ íà ÷àñòè Σ̃q, Σ̃p è Σ̃0, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåð-

æèò íåêîòîðûé íàáîð ÿ÷ååê ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè Σ̃1 òàê, ÷òîáû ýòè ÷àñòè

àïïðîêñèìèðîâàëè ó÷àñòêè Σq, Σp, Σ0 ïîâåðõíîñòè Σ1. Ôóíêöèÿ f0 â òàêîì

ñëó÷àå çàìåíÿåòñÿ íàáîðîì çíà÷åíèé â òî÷êàõ êîëëîêàöèè f0,i = f0(xi),

ïðè÷åì f0,i = 0 åñëè σi ̸∈ Σ̃q. Ôóíêöèÿ ξ çàìåíÿåòñÿ íàáîðîì ξi â òî÷êàõ êîë-

ëîêàöèè xi, ïðè÷åì ξi = 0 åñëèè σi ̸∈ Σ̃p. Ïóñòü â íàáîð ÿ÷ååê Σ̃p âîøëî Np
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ÿ÷ååê ñ íîìåðàìè ii, i2, . . . iNp
. Òîãäà â ñèñòåìó äîáàâëÿåòñÿ Np ïåðåìåííûõ

ξim, m = 1, . . . , Np. Ôóíêöèÿ ψ, çàäàííàÿ íà ïîâåðõíîñòè Σp àïïðîêñèìèðó-

åòñÿ íàáîðîì çíà÷åíèé ψim = ψ(xim), m = 1, . . . , Np. Êîëè÷åñòâî äîïîëíè-

òåëüíûõ ïåðåìåííûõ ξim ðàâíî êîëè÷åñòâó äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé (ðàâíî

Np).

Ðèñ. 2.1: Äèñêðåòèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè.

2.2 Äèñêðåòèçàöèÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèè h, g, j ôóíêöèÿìè h̃, g̃, j̃, çàäàííûìè

íà ïðèáëèæåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ Σ̃m, m = 1, ..., Nd, è ïðèíèìàþùèìè íà êàæ-

äîé ÿ÷åéêå ðàçáèåíèÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ïóñòü

h̃(x) = hk, g̃(x) = gk, j̃(x) = jk, x ∈ σk, (2.1)

k = 1, ..., N , äëÿ ôóíêöèé h è j̃, k = N 1+1, ..., N , äëÿ ôóíêöèè g̃. Óêàçàííûå

ðàâåíñòâà âûïîëíåíû âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ÿ÷ååê (ò.å. òî÷êè íå ëåæàùèå íà

êðàþ). Çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ôóíêöèé íà êðàÿõ ÿ÷ååê ðàâíû 0.

Êàæäûé âåêòîð jk ïðåäïîëàãàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì âåêòîðó nk. Òîãäà ýòîò

âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó ïðîåêöèé íà êàñàòåëüíûå âåêòîðà ðàññìàò-

ðèâàåìîé ÿ÷åéêè: jk = j1i τ
1
k + j2i τ

2
k .

Ïóñòü S � îäíà èç ïîâåðõíîñòåé Σm, m ∈ {1, . . . , Nd}, à S̃ � ïðèáëèæàþ-

ùàÿ åå ïîâåðõíîñòü. Ïîñêîëüêó èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû W [S, h] = W0[S, h]

è U [S, g] = U0[S, g] ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè Wλ[S, h] è Uλ[S, g] ïðè

λ = 0, äàëåå áóäóò ïðèâåäåíû ôîðìóëû òîëüêî äëÿ àïïðîêñèìàöèè îïåðàòî-
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ðîâ Wλ[S, h] è Uλ[S, g], à òàêæå èõ ãðàäèåíòîâ ∇Wλ[S, h] è ∇Uλ[S, g]. Äàí-

íûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ λ ⩾ 0. Ïðÿìûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ

Wλ[S̃, h̃], Uλ[S̃, g̃], ∇Wλ[S̃, h̃] è Rβ[S̃, j̃] â òî÷êå êîëëîêàöèè xi ∈ Σm áóäåì

ïðèáëèæàòü ïî ôîðìóëàì:

Wλm
[S̃, h̃](xi) =

∑
σk∈S̃

hkW
λm

ik , W λm

ik =
1

4π

∫
σk

e−λmri

ri
dσy,

Uλm
[S̃, g̃](xi) =

∑
σk∈S̃

gkU
λm

ik , Uλm

ik =
1

4π

∫
σk

(xi − y,nk)
e−λmri(λmri + 1)

r3i
dσy,

∇Wλm
[S̃, h̃](xi) =

∑
σk∈S̃

hkw
λm

ik , wλm

ik =
−1

4π

∫
σk

(xi − y)
e−λmri(λmri + 1)

r3i
dσy,

Rβm
[S̃, j̃](xi) =

∑
σk∈S̃

(j1kτ
1
k + j2kτ

2
k )× rβm

ik , rβm

ik = −wβm

ik .

Çäåñü ri = |xi − y|. Çàìåòèì, ÷òî ïðè i = k èíòåãðàëû â âûðàæåíèè äëÿ

âåëè÷èí W λm

ik ÿâëÿþòñÿ íåñîáñòâåííûìè àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ, à â âûðà-

æåíèè äëÿ âåëè÷èí Uλm

ik , wλm

ik , r
βm

ik � ñèíãóëÿðíûìè, ïîíèìàåìûìè â ñìûñëå

ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

Ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ. Ïðÿìûå çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà

ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ∇Uλ[S, g] â òî÷êàõ êîëëîêàöèè xi ∈ Σm ïðèáëèæà-

þòñÿ ôîðìóëîé

∇Uλm
[S, g] =

∑
σk∈S̃

gku
λm

ik , uλm

ik = ∇
∫
σk

∂Fλm
(xi − y)

∂ny

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ uλ
ik èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä ñ âûäåëåíèåì è àíà-

ëèòè÷åñêèì èíòåãðèðîâàíèåì îñîáåííîñòè, ðàçâèòûé â [40, 41]. Ïðåäñòàâèì

ôóíêöèþ Fλ(x− y) â âèäå:

Fλ(x− y) = F0(x− y) + F̃λ(x− y), F0(r) =
1

4πr
, F̃λ(r) =

e−λr − 1

4πr
.

ãäå r = |x− y|. Toãäà

uλ
ik = u0

ik + ũλ
ik, u0

ik = ∇
∫
σk

∂F0(xi − y)

∂ny
dσy, ũλ

ik = ∇
∫
σk

∂F̃λ(xi − y)

∂ny
dσy.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ u0
ik èñïîëüçóåì çàêîí Áèî-Ñàâàðà [42], ñîãëàñíî êîòîðîìó

èíòåãðàë ïî ÿ÷åéêå ñâîäèòñÿ ê êîíòóðíîìó èíòåãðàëó ïî åå êðàþ:

u0
ik = − 1

4π

∫
∂σk

τy × (xi − y)

|xi − y|3
, dsy

ïðè÷åì, åñëè êðàé ÿ÷åéêè ∂σk åñòü çàìêíóòûé ìíîãîóãîëüíèê, äàííûé èíòå-

ãðàë âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè [43, �21.2, pp.436�437].

Äëÿ âåêòîðîâ ũλ
ik èìååì âûðàæåíèå:

ũλ
ik =

∫
σk

V (xi, y,n(y))dσy, V (xi, y,n(y)) = ∇∂F̃λ(xi − y)

∂ny
,

V (xi, y,n) =
1

4π

n

r3i

(
1− (1 + λri)e

−λri
)
+

+ (xi − y)(n, xi − y)
(3 + 3λri + λ2r2i )e

−λri − 3

r5i
.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà n è ðàçëè÷íûõ òî÷åê (xi, y)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà V (xi, y, n(y)) ⩽ O(r−1
i ), ri = |xi − y|. Ïîýòîìó èíòåãðàë

â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ñóùåñòâóåò êàê íåñîáñòâåííûé.

Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ. Èíòåãðàëû â âûðàæåíèÿõ

äëÿ âåëè÷èí W λ
ik, U

λ
ik, w

λ
ik, r

λ
ik, ũ

λ
ik âû÷èñëÿþòñÿ ïðèáëèæåíî ïî ìåòîäó ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ÿ÷åéêà σk äåëèòñÿ íà áîëåå ìåëêèå ÿ÷åéêè

âòîðîãî óðîâíÿ. Ïîñòðîåíèå ÿ÷ååê ðàçáèåíèÿ âòîðîãî óðîâíÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïóòåì ïîñòðîåíèÿ íà êàæäîé ñòîðîíå ÿ÷åéêè σk òî÷åê, äåëÿùèõ ñòîðîíó íà

÷åòíîå ÷èñëî n0 ðàâíûõ ÷àñòåé (ñì. Ðèñ. 2.1 ñïðàâà). Äàëåå ñîîòâåòñòâóþùèå

òî÷êè, ëåæàùèå íà ïðîòèâîïðîæíûõ ñòîðîíàõ ðàññìàòèðèâàåìîé ÿ÷åéêè, ñî-

åäèíÿþòñÿ îòðåçêìè. Â ðåçóëüòàòå ÿ÷åéêà ðàçáèâàåòñÿ íà n20 ÿ÷ååê âòîðîãî

óðîâíÿ σkj. Â êàæäîé ÿ÷åéêå σkj äîïîëíèòåëüíîãî ðàçáèåíèÿ âûáèðàåòñÿ óçåë

ykj, êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæ-

íûõ ñòîðîí ýòîé âòîðè÷íîé ÿ÷åéêè. Ïðè ýòîì â ñèëó óñëîâèÿ ÷åòíîñòè ÷èñëà

n0 òî÷êà êîëëîêàöèè xk ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé íåêîòîðûõ âòîðè÷íûõ ÿ÷ååê

è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç óçëîâ ykj.
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Äàëåå, íàïðèìåð, âåëè÷èíà Wik çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé:

Wik =
1

4π

n2
0∑

j=1

s(σkj)

|xi − ykj|
, (2.2)

ãäå s(σkj) � ïëîùàäü âòîðè÷íîé ÿ÷åéêè σkj. Îñòàëüíûå èç óêàçàííûõ âåëè÷èí

âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñõåìà òàêîãî òèïà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ñ

ïîëÿðíîé îñîáåííîñòüþ áûëà îïèñàíà â ñòàòüå [44].

Äèñêðåòèçàöèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà. Äëÿ ÷èñëåííîé àïïðîê-

ñèìàöèè ïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà ôóíêöèè g, çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè Σ, â

òî÷êå, ïðèáëèæàåìîé òî÷êîé êîëëîêàöèè xi ∈ Σ̃, èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû èç

ñòàòüè [45]. Îáîçíà÷èì âåðèøèíû ÿ÷åéêè σi êàê xi,1, xi,2, xi,3, xi,4, ïðîíóìå-

ðóåì ñòîðîíû ÿ÷åéêè l′ = 1, ..., 4, è ïîñòðîèì âåêòîðû îáõîäà ñòîðîí ÿ÷åéêè

zi
l′: z

i
l′ = xi,(l+1) − xi,l, l = 1, 2, 3, zi

4 = xi,1 − xi,4. Íîìåð ÿ÷åéêè, ãðàíè÷àùåé

ñ ÿ÷åéêîé σi ñî ñòîðîíû l′, áóäåì îáîçíà÷àòü j(l′, i). Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå

ïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà ôóíêöèè g, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå êîëëîêàöèè xi,

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(Grad g)i = γi × ni, γi =
1

2si

4∑
l′=1

gj(l′,i)z
i
l′, (2.3)

ãäå gj � çíà÷åíèå ôóíêöèè g â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå êîëëîêàöèè xj.

Â äèñêðåòíûõ óðàâíåíèÿõ ïîâåðõíîñòíûé ãðàäèåíò ïðîåêòèðóåòñÿ íà êà-

ñàòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ:

τ 1
i · γi × ni = τ 2

i · γi, τ 2
i · γi × ni = −τ 1

i · γi.

Ýëåìåíò ìàòðèöû ïðè ïåðåìåííîé gk âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

tlik = (−1)l+1
4∑

l′=1

zi
l′τ

3−l
i

2si
δkj(l′,i), l = 1, 2, i, k = N1 + 1, ..., N, (2.4)

ãäå δkj(l′,i) ðàâíà 1 åñëè j(l
′, i) = k è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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2.3 Àïïðîêñèìàöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèé

Çàäà÷è ôèëüòðàöèè æèäêîñòè, îïèñàííûå â ïóíêòàõ 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7,

1.8, áûëè ñâåäåíû ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñèñòåìàì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Âñå äàííûå ñèñòåìû ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî, ïðè ïîìîùè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ

àïïðîêñèìàöèé íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé è àïïðîêñèìàöèé èíòåãðàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ. Ïîñëå òîãî êàê íàéäåíû íåèçâåñòíûå ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëîâ, âû÷èñ-

ëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ

îáëàñòè ôèëüòðàöèè.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îá-

ëàñòè èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííî àïïðîêñèìèðîâàííûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû

Wλm
[σk, e], Uλm

[σk, e], ∇Wλm
[σk, e], ∇Uλm

[σk, e], Rβm
[σk, τ

l
k], ãäå e � ôóíêöèÿ,

òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ 1 íà äàííîé ÿ÷åéêå. Äàííûå âåëè÷èíû åñòü èíòåãðà-

ëû ïî ÿ÷åéêå ðàçáèåíèÿ σk. Äàííûå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ äåëåíèåì ýòîé

ÿ÷åéêè íà áîëåå ìåëêèå ÿ÷åéêè 2-ãî óðîâíÿ, êàê â ôîðìóëå (2.2). Çàìåòèì

òàêæå, ÷òî ôîðìóëû òàêîãî òèïà ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ òî÷åê, îòäåëåííûõ

îò ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåéíà ðàññòîÿíèå, íå ìàëîå ïî îòíîøåíèþ ê øàãó

ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòåé.

2.3.1 Âÿçêîå òå÷åíèå â îäíîðîäíîé îáëàñòè.

Çàäà÷à â îáëàñòè áåç âêëþ÷åíèé (1.2)�(1.4) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëü-

íûõ óðàâíåíèé (1.23). Àïïðîêñèìèðóÿ ïîâåðõíîñòü Σ ñèñòåìîé ÿ÷ååê σk, ñ

âûáðàííûìè íà íèõ òî÷êàìè êîëëîêàöèè xk, k = 1, ..., N , è ïðèìåíÿÿ êâàä-

ðàòóðíûå ôîðìóëû, îïèñàííûå â ï. 3.2, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ hk, k = 1, ..., N , � ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé

ôóíêöèè h, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷åéêàêì ðàçáèåíèÿ, è j1k, j
2
k , k = 1, ..., N , � êî-

îðäèíàò ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ jk, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ÿ÷åéêàì ðàçáèåíèÿ, â ëîêàëüíûõ áàçèñàõ ýòèõ ÿ÷ååê:

hi
2
+

N∑
k=1

hk(ni ·wik) +
N∑
k=1

j1kni · [τ 1
k × rβ

ik]+

+
N∑
k=1

j2kni · [τ 2
k × rβ

ik] + ξ = f0,i, i = 1, ..., N, (2.5)
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(−1)l

2
j
(3−l)
i +

N∑
k=1

hk(τ
l
i ·wik) +

N∑
k=1

j1kτ
l
i · [τ 1

k × rβ
ik]+

+
N∑
k=1

j2kτ
l
i · [τ 2

k × rβ
ik] = 0, i = 1, ..., N, l = 1, 2, (2.6)

N∑
k=1

hks(σk) = 0. (2.7)

Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè è äàâëåíèÿ â îáëàñòè òå÷å-

íèÿ èùóòñÿ ïî ôîðìóëàì, àïïðîêñèìèðóþùèì âûðàæåíèÿ (1.21)�(1.22).

v =
N∑
k=1

hk∇W [σk, e] +
N∑
k=1

j1kRm[σk, τ
1
k ] +

N∑
k=1

j2kRm[σk, τ
2
k ], (2.8)

p = − µ

κm

N∑
k=1

hkW [σk, e]. (2.9)

2.3.2 Òå÷åíèå â îäíîðîäíîé îáëàñòè ñî ñìåøàííûì ãðà-

íè÷íûì óñëîâèåì.

Çàïèøåì âìåñòî ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.30) àíàëîãè÷íûå

óðàâíåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Σ̃ äëÿ ïðèáëèæåííûõ ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûå äîëæ-

íû âûïîëíÿòüñÿ â òî÷êàõ êîëëîêàöèè xi, i = 1, ..., N .

hi
2
+

N∑
k=1

hk(ni ·wik) +
N∑
k=1

j1kni · [τ 1
k × rik]+

+
N∑
k=1

j2kni · [τ 2
k × rik]− ξi = f0,i, i = 1, ..., N, (2.10)

− jli
2
+

N∑
k=1

hk(τ
l
i × ni ·wik) +

N∑
k=1

j1k[τ
l
i × ni] · [τ 1

k × rik]+

+
N∑
k=1

j2k[τ
l
i × ni] · [τ 2

k × rik] = 0, i = 1, ..., N, l = 1, 2 (2.11)
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N∑
k=1

hksk = 0 (2.12)

N∑
k=1

hk (Wimk −Wi1k) = −κ
µ
(ψim − ψi1), xi1, xim ∈ Σ̃p, m = 2, ..., Np. (2.13)

Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.10)�(2.13), ìîæíî âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííûå

çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â ëþáîé òî÷êå x ∈ Ω, ïî ôîðìóëàì, àïïðîêñè-

ìèðóþùèì ôîðìóëû (1.21), (1.28), (1.29):

v =
N∑
k=1

hk∇W [σk, e] +
N∑
k=1

j1kR[σk, τ
1
k ] +

N∑
k=1

j2kR[σk, τ
2
k ], (2.14)

p = padd −
µ

κ

N∑
k=1

hkW [σk, e], (2.15)

2.3.3 Ñîïðÿæåíèå òå÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëîâ ñðåä

Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ (1.37)�(1.39) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (1.49). Îïÿòü, àïïðîêñèìèðóÿ ïîâåðõíîñòü Σ èç ýòîé çàäà÷è ñèñòåìîé

ÿ÷ååê σk, ñ âûáðàííûìè íà íèõ òî÷êàìè êîëëîêàöèè xk, k = 1, ..., N , è ïðèìå-

íÿÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, îïèñàííûå â ï. 3.2, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòå-

ìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ hk, gk, k = 1, ..., N , � ïðèáëèæåí-

íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé h è g, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷åéêàì ðàçáèåíèÿ, è j1k, j
2
k

, k = 1, ..., N , � êîîðäèíàò ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé jk ïëîòíîñòè âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà j, â ëîêàëüíûõ áàçèñàõ ÿ÷ååê:

gi + β
N∑
k=1

hkWik + β
N∑
k=1

gkUik = −βφ0,i, i = 1, ..., N1, (2.16)

− hi +
N∑
k=1

j1kni · [τ 1
k × (rik,1 − rik,m)]+

+
N∑
k=1

j2kni · [τ 2
k × (rik,1 − rik,m)] = 0, i = 1, ..., N1, (2.17)
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(−1)l+1j
(3−l)
i +

N∑
k=1

tlikgk +
N∑
k=1

j1kτ
l
i · [τ 1

k × (rik,1 − rik,m)])+

+
N∑
k=1

j2kτ
l
i · [τ 2

k × (rik,1 − rik,m)] = 0, i = 1, ..., N1, l = 1, 2. (2.18)

Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè è äàâëåíèÿ â îáëàñòè òå÷å-

íèÿ èùóòñÿ ïî ôîðìóëàì, àïïðîêñèìèðóþùèì (1.45)�(1.46).

v = v0+
N∑
k=1

hk∇W [σk, e]+
N∑
k=1

gk∇U [σk, e]+
N∑
k=1

j1kRm[σk, τ
1
k ]+

N∑
k=1

j2kRm[σk, τ
2
k ],

(2.19)

p = p0 −
µ

κm

(
N∑
k=1

hkW [σk, e] +
N∑
k=1

gkU [σk, e]

)
. (2.20)

2.3.4 Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ ñ âñàñûâàíèåì

Çàïèøåì âìåñòî èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.71)�(1.73) àíàëîãè÷íûå óðàâ-

íåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Σ̃ äëÿ ïðèáëèæåííûõ ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûå äîëæíû

âûïîëíÿòüñÿ â òî÷êàõ êîëëîêàöèè xi, i = 1, ..., N .

α1 + α2

2
gi +

N∑
k=1

gk
(
α1U

0
ik − α2U

λ
ik

)
+

+
N∑
k=1

hk
(
α1W

0
ik − α2W

λ
ik

)
= −pv, i = 1, ..., N, (2.21)

N∑
k=1

gk ni · ũλ
ik − hi +

N∑
k=1

hk ni · (w0
ik −wλ

ik)+

+
N∑
k=1

j1kni · τ 1
k × (rβ1

ik − rβ2

ik ) +
N∑
k=1

j2kni · τ 2
k × (rβ1

ik − rβ2

ik ) =

=
κ1 − κ2
µ

ni · ∇p0(xi), i = 1, ..., N, (2.22)

59



N∑
k=1

gkt
l
ik +

N∑
k=1

gk τ
l
i · ũλ

ik +
N∑
k=1

hk τ
l
i · (w0

ik −wλ
ik) + (−1)lj3−l

i +

+
N∑
k=1

j1kτ
l
i · τ 1

k × (rβ1

ik − rβ2

ik ) +
N∑
k=1

j2kτ
l
i · τ 2

k × (rβ1

ik − rβ2

ik ) =

=
κ1 − κ2
µ

τ l
i · ∇p0(xi), i = 1, ..., N, l = 1, 2. (2.23)

Ñóììàðíûå ïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèé â òî÷êå x ∈ Ωi, i = 1, 2, âû÷èñëÿþòñÿ

ïðèáëèæåííî ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

v = ∇Uλ[Σ̃, g̃] +∇Wλ[Σ̃, h̃] +Rβi
[Σ̃, j̃] + v0, (2.24)

p = −αi

(
Uλ[Σ̃, g̃] +Wλ[Σ̃, h̃]

)
+ χΩ2

pv + p0. (2.25)

Çäåñü, êàê è ðàíåå, χΩ2
� èíäèêàòîð îáëàñòè Ω2. Êîýôôèöèåíòû çàäàíû â

Òàáëèöå 1.1.

2.3.5 Ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå â äâóõ îáëàñòÿõ

Çàïèøåì âìåñòî èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.78)�(1.80) àíàëîãè÷íûå óðàâ-

íåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ Σ̃m äëÿ ïðèáëèæåííûõ ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûå äîëæíû

âûïîëíÿòüñÿ â òî÷êàõ êîëëîêàöèè xi, i = 1, ..., N .

hi
2
+

N∑
k=1

hk(ni ·w0
ik) + 1

N∑
k=N1+1

gj(ni,u
0
ik)− ξi = f0,i, i = 1, ..., N1, (2.26)

N∑
k=1

hk(α1W
0
ik − αmW

λm

ik ) +
α1 + αm

2
gi+

+
N∑

k=N1+1

gk(α1U
0
ik − αmU

λm

ik ) = −pmv , i = N1 + 1, ..., N, (2.27)

−hi+
N∑
k=1

hkni · (w0
ik −wλm

ik ) +
N∑
k=1

gk(ni · ũλm

ik ) = 0, i = N1+1, ..., N. (2.28)

Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.26)�(2.28), ìîæíî âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííûå
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çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè è äàâëåíèÿ â òî÷êå x ∈ Ωm, m = 1, ..., Nd, ïî

ôîðìóëàì, àïïðîêñèìèðóþùèì ôîðìóëû (1.76), (1.77):

v =
N∑
k=1

hk∇Wλm
[σk, e] +

N∑
k=N1+1

gk∇Uλm
[σk, e], (2.29)

p = χΩ2
pv − αm

(
N∑
k=1

hkWλm
[σk, e] +

N∑
k=N1+1

gkUλm
[σk, e]

)
, (2.30)

2.3.6 Âÿçêîå òå÷åíèå â ñèñòåìå îáëàñòåé

Çàïèøåì âìåñòî èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.89)�(1.94) àíàëîãè÷íûå óðàâ-

íåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ Σ̃m äëÿ ïðèáëèæåííûõ ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûå äîëæíû

âûïîëíÿòüñÿ â òî÷êàõ êîëëîêàöèè xi, i = 1, ..., N . Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå äëÿ

íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè íà âíåøíåé ãðàíèöå Σ1:

hi
2
+

N∑
k=1

hk(ni ·w0
ik) +

N∑
k=1

j1kni · [τ 1
k × rβ1

ik ] +
N∑
k=1

j2kni · [τ 2
k × rβ1

ik ]+

+
N∑

k=N1+1

gj(ni,u
0
ik)− ξi = f0,i, i = 1, ..., N1. (2.31)

Äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè íà

âíåøíåé ãðàíèöå Σ1:

(−1)l

2
j
(3−l)
i +

N∑
k=1

hk(τ
l
i ·w0

ik) +
N∑
k=1

j1kτ
l
i · [τ 1

k × rβ1

ik ] +
N∑
k=1

j2kτ
l
i · [τ 2

k × rβ1

ik ]+

+
N∑

k=N1+1

gk(τ
l
i · u0

ik) = 0, i = 1, ..., N1, l = 1, 2. (2.32)

Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ íà ÷àñòè âíåøíåé ãðàíèöû Σp
1:

N∑
k=1

hkW
0
ik +

N∑
k=N1+1

gkU
0
ik = −ψi

α1
, i = i1, ..., Np. (2.33)
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Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå Σm, m = 2, . . . , Nd:

N∑
k=1

hk(α1W
0
ik − αmW

λm

ik ) +
α1 + αm

2
gi+

+
N∑

k=N1+1

gk(α1U
0
ik − αmU

λm

ik ) = −pmv , i = N1 + 1, ..., N. (2.34)

Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè íà Σm,

m = 2, . . . , Nd:

−hi+
N∑
k=1

hkni · (w0
ik−wλm

ik )+
N∑
k=1

gk(ni · ũλm

ik )+
N∑
k=1

j1kni · [τ 1
k × (rβ1

ik −rβm

ik )]+

+
N∑
k=1

j2kni · [τ 2
k × (rβ1

ik − rβ1

ik )] = 0, i = N1 + 1, ..., N. (2.35)

Äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè íà

Σm, m = 2, . . . , Nd.

(−1)l+1j
(3−l)
i +

N∑
k=1

hkτ
l
i · (w0

ik −wλm

ik ) +
N∑
k=1

j1kτ
l
i · [τ 1

k × (rβ1

ik − rβm

ik )]+

+
N∑
k=1

j2kτ
l
i · [τ 2

k × (rβ1

ik − rβm

ik )] +
N∑

k=N1+1

gk(τ
l
i · ũ

λm

ik )+

+
N∑

k=N1+1

gkt
l
ik = 0, i = N1 + 1, ..., N, l = 1, 2. (2.36)

Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.31)�(2.36), ìîæíî âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííûå

çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè è äàâëåíèÿ â òî÷êå x ∈ Ωm, m = 1, ..., Nd, ïî

ôîðìóëàì, àïïðîêñèìèðóþùèì ôîðìóëû (1.87), (1.88):

v =
N∑
k=1

hk∇Wλm
[σk, e] +

N∑
k=N1+1

gk∇Uλm
[σk, e]+

+
N∑
k=1

j1kRβm
[σk, τ

1
k ] +

N∑
k=1

j2kRβm
[σk, τ

2
k ], (2.37)
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p = pmv − αm

(
N∑
k=1

hkWλm
[σk, e] +

N∑
k=N1+1

gkUλm
[σk, e]

)
, (2.38)
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Ãëàâà 3

Âåðèôèêàöèÿ ÷èñëåííûõ

ðåøåíèé çàäà÷è ôèëüòðàöèè

âÿçêîé æèäêîñòè

Ïðè ïîäãîòîâêå äàííîé ãëàâû äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ïóáëèêàöèè àâ-

òîðà [32,33], â êîòîðûõ, ñîãëàñíî Ïîëîæåíèþ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé

â ÌÃÓ, îòðàæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëîæåíèÿ è âûâîäû èññëåäîâàíèÿ.

3.1 Âåðèôèêàöèÿ ìîäåëè

Â äàííîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ âåðèôèêàöèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è. Ïðîâåðêà ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðîèñõîäèò ïóòåì

êîíòðîëÿ âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

3.1.1 Âÿçêîå òå÷åíèå â îäíîðîäíîé îáëàñòè

Ðàññìîòðèì óïðîùåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (1.2)�(1.4) î ôèëüòðàöèîííîì

òå÷åíèè â îáëàñòè áåç âêëþ÷åíèé, ãðàíèöà êîòîðîé � ïîâåðõíîñòü Σ � åñòü

ñôåðà ðàäèóñà R = 1. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå ïðè ñëåäóþùèõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîðèñòîé ñðåäû: κ = 0.01, µ = 30.

Ðåøàëèñü óðàâíåíèÿ (2.5)�(2.7), ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîé çàäà÷å ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
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(1.23). Äëÿ àíàëèçà ïðàêòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà áûëû ïîñòðîåíû ÷èñ-

ëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ïÿòè âàðèàíòîâ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê, àïïðîêñèìèðóþùèõ

ïîâåðõíîñòü Σ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 3.1. Ïðèìåð ðàñ-

÷åòíîé ñåòêè ïðèâåäåí íà Ðèñóíêå 3.1 ñëåâà (äëÿ N = 800).

N 400 800 1600 3200 6400

h 0.25 0.16 0.125 0.08 0.0625

Òàáëèöà 3.1: Ïàðàìåòðû àïïðîêñèìàöèè ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñèñòå-
ìîé ÷åòûðåõóãîëüíûõ ÿ÷ååê, N � ÷èñëî ÿ÷ååê, h � íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ
ÿ÷ååê.

Áûëè ðàññìîòðåíû äâà âàðèàíòà çàäà÷è (ñì. Ðèñóíîê 3.1, ñïðàâà).

Âàðèàíò çàäà÷è �1 � òå÷åíèå èíèöèèðîâàíî çàäàíèåì ïîòîêà ÷åðåç âíåø-

íþþ ãðàíèöó ïðè îòñóòñòâèè èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ.

Âàðèàíò çàäà÷è �2 � òå÷åíèå èíèöèèðîâàíî çàäàííûìè èñòî÷íèêîì è

ñòîêîì âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ ïðè îòñóòñòâèè ïîòîêà ÷åðåç ãðàíèöó.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè Σ1 èìåþòñÿ âõîä-

íîå Sin è âûõîäíîå Sout îòâåðñòèÿ ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ xin = (−1, 0, 0),

xout = (1, 0, 0) ñîîòâåòñòâåííî, îäèíàêîâîãî ðàäèóñà r0 = 0.15, ÷åðåç êîòîðûå

îñóùåñòâëÿåòñÿ âòåêàíèå è âûòåêàíèå æèäêîñòè ñî ñêîðîñòüþ, èìåþùåé ïà-

ðàáîëè÷åñêèé ïðîôèëü. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âõîäíîå è âûõîäíîå

îòâåðñòèÿ ðàññìàòðèâàëèñü êàê ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè Σ, îïðåäåëÿåìûå ñî-

îòíîøåíèÿìè Sin = {x ∈ Σ : |x− xin| < r0}, Sout = {x ∈ Σ : |x− xout| < r0}.
Ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç ýòè îòâåðñòèÿ ìîäåëèðîâàëñÿ çàäàíèåì ôóíêöèè f0 â

óðàâíåíèè (1.4) â âèäå

f0(x) =

−Q · r20−|x−xin|2
S′
in

, x ∈ Sin, S ′
in =

∫
Sin
(r20 − |x− xin|2)dσ,

Q · r20−|x−xout|2
S′
out

, x ∈ Sout, S ′
out =

∫
Sout

(r20 − |x− xin|2)dσ,
(3.1)

ôóíêöèÿ f0 ïîëàãàëàñü ðàâíîé íóëþ íà îñòàëüíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè Σ, çäåñü

Q = 16 � çàäàííûé ïîòîê æèäêîñòè. Ïðè ýòîì â ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(2.5)�(2.7) ìû ïîëàãàëè f0,i = f0(xi), ãäå çíà÷åíèÿ f0(xi) âû÷èñëÿëèñü ïî
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ôîðìóëå (3.1) c

S ′
in =

∑
xi∈Sin

(r20 − |xi − xin|2)si, S ′
out =

∑
xi∈Sout

(r20 − |xi − xout|2)si,

ãäå si � ïëîùàäü ÿ÷åéêè σi.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî òå÷åíèå èíèöèðóåòñÿ ïåðâè÷íûìè

ïîëÿìè ñêîðîñòåé v0 è äàâëåíèÿ p0, îïðåäåëÿåìûìè ôîðìóëàìè (1.33)�(1.35),

ãäå Ns = 2, q1 = (−0.5, 0, 0), q2 = (0.5, 0, 0) � ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà è ñòîêà,

Q1 = −Q2 = 1. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f0 â óðàâíåíèè (1.4) ïîëàãàëàñü ðàâíîé 0.

Íà Ðèñóíêå 3.2 ïîêàçàíû ïîëÿ ñêîðîñòåé, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî äëÿ ýòèõ

äâóõ âàðèàíòîâ çàäà÷è â ñå÷åíèè Ox1x2 ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (2.8) (äàí-

íûå ïîëÿ ñêîðîñòåé ïîëó÷åíû ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè Σ íà

N = 1600 ÿ÷ååê, ðàñïîëîæåíèå ðàñ÷åòíîãî ñå÷åíèÿ ïîêàçàíî íà Ðèñóíêå 3.1

ñïðàâà).

Ðèñ. 3.1: Êîíôèãóðàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äëÿ çàäà÷è ôèëüòðàöèè â îáëàñòè
áåç âêëþ÷åíèé.

Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûë ïðîâåäåí àíàëèç

òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïîëå ñêîðñòåé. Çàìåòèì, ÷òî

ïðèáëèæåííûå ïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ, ïîëó÷àåìûå ïî ôîðìóëàì (2.8)�

(2.9), àâòîìàòè÷åñêè óäîëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.4) â îáëàñòè òå÷å-

íèÿ. À âîò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè ïîñòðîåíèè ýòèõ ðåøåíèé ïðîâåðÿëèñü

òîëüêî ïðèáëèæåííî è òîëüêî â òî÷êàõ êîëëîêàöèè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

ôîðìóëû (2.8)�(2.9) èçíà÷àëüíî îðèåíòèðîâàíû íà âû÷èñëåíèå ñêîðîñòè è
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Ðèñ. 3.2: Ïîëå ñêîðîñòåé â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ Oxy. Ñëåâà: âàðèàíò çàäà÷è
�1, ñïðàâà: âàðèàíò çàäà÷è �2.

äàâëåíèÿ íà ðàññòîÿíèÿõ îò ãðàíèöû, íå ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ øàãîì ñåòêè.

Âëèÿíèå âÿçêîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ãðà-

íè÷íîå óñëîâèå n × v = 0 íà âñåé ÷àñòè ãðàíèöû è v = 0 íà òîé ÷àñòè

ãðàíèöû, ãäå îòñóòñòâóåò ïîòîê. Íà Ðèñóíêå 3.2 âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü äåéñòâè-

òåëüíî çàòóõàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êàì ãðàíèöû, ëåæàùèì âíå âõîäíîãî

è âûõîäíîãî îòâåðñòâèé.

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî àíàëèçà áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå çíà÷åíèé ñêîðî-

ñòè v âáëèçè ãðàíèöû ìåòîäîì ýêñòðàïîëÿöèè èç âíóòðåííåé îáëàñòè. Èñ-

ïëîëüçóåìûé àëãîðèòì ýêñòðàïîëÿöèè ñîñòîÿë â ñëåäóþùåì.

Âûáåðåì ïàðàìåòð h0 > 0 � òîëùèíó îáëàñòè ýêñòðàïîëÿöèè. Äàëåå äëÿ

êàæäîé òî÷êè x ∈ Ω, ëåæàùåé íà ðàññòîÿíèè ìåíüøåì h0 > 0 îò ïîâåðõíî-

ñòè Σ, ïîñòðîèì òî÷êó z0 ∈ Σ � îñíîâàíèå êðàò÷àéøåãî ïåðåïåíäèêóëÿðà,

îïóùåííîãî íà ïîâåðõíîñòü Σ. Äàëåå ïîñòðîèì òî÷êè zk = z0 + n′(z0)kh0,

k = 1, 2, 3, ãäå n′(z0) � îðò âåêòîðà íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ â òî÷êå z0,

íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó îáëàñòè, èç êîòîðîé ýêñòðàïîëèðóåòñÿ ñêîðîñòü.

Äàëåå ïîñòðîèì ýêñòðàïîëèðîâàííîå çíà÷åíèå vp ñêîðîñòè æèäêîñòè â

òî÷êå x ïî ôîðìóëå

ve(x) = V (ρ), ρ = |x− z0|, V (ρ) = αρ2 + βρ+ γ. (3.2)

Êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè α, β, γ âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî
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V (kh0) = v(zk), k = 1, 2, 3, v � ñêîðîñòü, ïîëó÷åííàÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì

ïî ôîðìóëå (2.8).

Íà Ðèñóíêå 3.3 ñëåâà ãðàôèêè èçîáðàæàþò çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ñêîðî-

ñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî ïîâåðõíîñòè äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îòðåçêå AB, äëÿ

ïåðâîãî âàðèàíòà çàäà÷è (ïîëîæåíèå ýòîãî îòðåçêà ïîêàçàíî íà Ðèñóíêå 3.1,

ñïðàâà). Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ñêîðîñòè v, ïîëó÷åííîé ïðÿìûì

âû÷èñëåíèåì ïî ôîðìóëå (2.8). Â ýòîì ðàñ÷åòå èñïîëüçîâàëîñü ðàçáèåíèå ñ

ìàêñèìàëüíûì äèàìåòðîì ÿ÷åéêè h = 0.125. Âèäíî, ÷òî âáëèçè ïîâåðõíîñòè

õàðàêòåð êðèâîé ðåçêî ìåíÿåòñÿ, ýòî ñâÿçàíî ñ ïîãðåøíîñòüþ, âîçíèêàþùåé,

êîãäà ðàññòîÿíèå äî ïîâåðõíîñòè ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ øàãîì äèñêðåòèçàöèè.

Êðèâàÿ 2 ïîêàçûâàåò çàâèñìîñòü îò ðàññòîÿíèÿ äî ïîâåðõíîñòè äëÿ ìîäóëÿ

ñêîðîñòè ve, ïîëó÷åííîé ïóòåì ýêñòðàïîëÿèè èç âíåøíåé îáëàñòè. Òîëùèíà

îáëàñòè ñãëàæèâàíèÿ áûëà âûáðàíà êàê h0 = h/4, èñõîäÿ èç àíàëèçà ïîâå-

äåíèÿ êðèâîé 1. Íà ãðàôèêå êðóãëûìè ìàðêåðàìè îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùèå òî÷êàì, ïî êîòîðûì ïðîâîäèëàñü ýêñòðàïîëÿöèÿ. Êâàäðàòíûì

ìàðêåðîì îòìå÷åíî íóëåâîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè íà ãðàíèöå, ñîîòâåòñòâóþùåå

ñëó÷àþ òî÷íîãî âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ýêñòðàïîëèðîâàííàÿ ñêîðîñòü ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè ïðèáëèæå-

íèè ê ïîâåðõíîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà

âñåé ïîâåðõíîñòè áûëè ðàññ÷èòàíû êðàåâûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè âî âñåõ òî÷-

êàõ êîëëîêàöèè ïóòåì ýêñòðàïîëÿöèè èç îáëàñòè òå÷åíèÿ. Cðåäíåå çíà÷åíèå

ïîãðåøíîñòè ìîäóëÿ ñêîðîñòè íà ãðàíèöå îáëàñòè âû÷èñëÿëîñü ïî ôîðìóëå

E(v) =

N∑
i=1

(|ve(xi)− ṽi)|)si

q
, ṽi = f0,ini, q =

N∑
i=1

(|f0,i − v0,i · ni|)si.

Íà Ðèñóíêå 3.3 ñïðàâà ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû E(v) îò ÷èñëà

ÿ÷ååê ðàçáèåíèÿ ñåòêè, àïïðîêñèìèðóþùåé ïîâåðõíîñòü, äëÿ äâóõ ðàññìàò-

ðèâàåìûõ âàðèàíòîâ çàäà÷è. Ïðè ýòîì âî âñåõ âàðèàíòàõ ðàñ÷åòà òîëùèíà

îáëàñòè ñãëàæèâàíèÿ âûáèðàëàñü êàê h0 = h/4. Âèäíî ïîâûøåíèå òî÷íîñòè

àïïðîêñèìöèè ñêîðîñòè íà ãðàíèöå ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÿ÷ååê ðàçáèåíèÿ.
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Ðèñ. 3.3: Ñëåâà: èçìåíåíèå ìîäóëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè âäîëü îòðåçêà AB: 1 �
äëÿ ïðÿìûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè, 2 � äëÿ çíà÷åíèé ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûõ ýêñ-
òðàïîëÿöèåé èç îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ñïðàâà: çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé îøèáêè
E(v) îò ÷èñëà ÿ÷ååê ðàçáèåíèÿ N , 1 � âàðèàíò çàäà÷è �1, 2 � âàðèàíò çàäà÷è
�2.

3.1.2 Òå÷åíèå â îäíîðîäíîé îáëàñòè ñî ñìåøàííûì ãðà-

íè÷íûì óñëîâèåì

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû áûëè èñïîëüçîâàíû òðè ïîñòàíîâêè

çàäà÷è ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Âî âñåõ çàäà÷àõ Σ � åäèíè÷íàÿ

ñôåðà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Σq è Σp îäíî èëè íåñêîëüêî îòâåðñòèé

ðàäèóñà r = 0.26. ×èñëåíííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîâåðõíîñòè Σ̃ � ñèñòåìà ÷å-

òûðåõóãîëüíûõ ÿ÷ååê (òðåóãîëüíûõ íà ïîëþñàõ). ×èñëî ÿ÷ååê N = 1581,

äèàìåòð ðàçáèåíèÿ h = 0.16. Ïàðàìåòðû κ = µ = 1.

Ðàñïèøåì ôóíêöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðèìåðå îäíîãî îòâåðñòèÿ ñ

çàäàíûì ïîòîêîì è îäíîãî îòâåðñòèÿ ñ çàäàíûì äàâëåíèåì.

Äëÿ Σ̃q çàäàíû ïîòîê Q, öåíòð zq è ðàäèóñ r.

Σ̃q = {σi : |xi − zq| < r}

Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü f0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f0,i =
Q(r2 − |xi − zq|2)∑

k:σk∈Σ̃q(r2 − |xk − zq|2)sk
.
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Äëÿ Σ̃p çàäàíû äàâëåíèå P , öåíòð zp è ðàäèóñ r.

Σ̃p = {σi : |xi − zp| < r}

Íåèçâåñòíàÿ ñêîðîñòü ξ íà Σ̃p çàäàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò ξp ñêîðîñòè â òî÷êå

zp

ξi = ξp
r2 − |xi − zp|2

r2
.

Òàêîé âèä ôóíêöèé f0, ξ îáåñïå÷èâàåò ïàðàáîëè÷åñêèé ïðîôèëü òå÷åíèÿ ÷å-

ðåç îòâåðñòèÿ â ãðàíèöå.

Òàêæå çàäàâàëîñü äàâëåíèå â òî÷êå zp: ψ(zp) = P . Òàêèì îáðàçîì, äîñòà-

òî÷íî äîáàâèòü â ñèñòåìó îäíó ïåðåìåííóþ ξ(zp) è îäíî óðàâíåíèå âìåñòî

óðàâíåíèé äëÿ âñåõ ÿ÷ååê σk ∈ Σ̃p. Ïðè íàëè÷èè äâóõ è áîëåå îòâåðñòèé ñ çà-

äàííûì äàâëåíèåì â ñèñòåìó äîáàâëÿëèñü óðàâíåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè äàâëåíèé

â öåíòðàõ îòâåðñòèé.

Äëÿ êàæäîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ðåøàëàñü ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé (1.30) ïî ÷èñëåííîé ñõåìå (2.10)�(2.13). Äàëåå âû÷èñëÿëèñü ñêîðîñòü è

äàâëåíèå ïî ôîðìóëàì (2.14), (2.15). Â êà÷åñòâå ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðåøå-

íèÿ áûëî èñïîëüçîâàííî ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñóììàðíûé ïîòîê ÷åðåç ãðàíèöó

Σ̃ äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ.∑
σk∈Σ̃

qk = 0, qk = nk · v(xk)sk. (3.3)

Äëÿ âñåõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëà âû÷èñëåíà àáñîëþòíàÿ è îòíîñèòåëüíàÿ îøèá-

êà ïî ôîðìóëàì

Eabs =
∑
σk∈Σ̃

qk, Erel =

∑
σk∈Σ̃ qk

maxσk∈Σ̃ qk
. (3.4)

Ïðè òåñòèðîâàíèè ÷èñëåííûõ ñõåì áûëè èñïîëüçîâàíû òðè ïîñòàíîâêè

çàäà÷, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êîòîðûõ ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñóíêå 3.4.

Öåíòðû âñåõ îòâåðñòèé ðàcïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè Oxy. Äàâëåíèåì è ïîòîêîì

â öåíòðå äàëåå áóäóò íàçûâàòüñÿ äàâëåíèå è ïîòîê ÷åðåç ÿ÷åéêó, íà êîòîðîé

ëåæèò òî÷êà zp èëè z
q.

Ïðèìåð 1: äâà ïîòîêà � îäíî äàâëåíèå. Äàíî Q1 = −1, Q2 = −1,

P1 = 20. Ïîëó÷åíî Q(Σp
1) = 2, P (Σq

1) = 54.7, P (Σq
2) = 54.7. Íà Ðèñóíêå 3.5
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Ðèñ. 3.4: Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òåñòîâûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷

ìîæíî óâèäåòü, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü ïîòîêà èäåò îò Σq
1 è Σq

2 ê öåíòðó îáëàñòè è

äàëåå ê Σp
1, à âáëèçè ãðàíèöû Σ0 ñêîðîñòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå ÷åì â öåíòðå,

÷òî îáóñëîâëåíî âÿçêîñòüþ æèäêîñòè.

Ðèñ. 3.5: Ïîëå ñêîðîñòåé è äàâëåíèå äëÿ ïðèìåðà 1

Ïðèìåð 2: Îäèí ïîòîê - äâà äàâëåíèÿ. Äàíî Q1 = 1, P1 = 20,

P2 = 50. Ïîëó÷åíî Q(Σp
2) = −1.8, Q(Σp

1) = 0.8, P (Σq
1) = 18.7 Íà Ðèñóíêå 3.6

ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïîòîê èäåò îò Σp
2 â öåíòð îáëàñòè è ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà

ïîòîêà ê Σp
1 è ê Σq

1, ïðè÷åì ïîòîê ê Σp
1 íåìíîãî ìåíüøå. Íà ïðîòèâîïîëîæíîé

ñòîðîíå îò Σp
2 òå÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêè íåò. Äàâëåíèå íà Σq

1 ìåíüøå ÷åì íà Σp
1,

÷òî îáåñïå÷èâàåò áîëüøèé ïîòîê ÷åðåç äàííîå îòâåðñòèå.

Ïðèìåð 3: äâà ïîòîêà - òðè äàâëåíèÿ. Äàíî Q1 = −0.5, Q2 = −1,

P1 = 15, P2 = 20, P3 = 10. Ïîëó÷åíî Q(Σp
1) = 0.6, Q(Σp

2) = −0.1, Q(Σp
3) = 1,

P (Σq
1) = 27.3, P (Σq

2) = 31.7. Íà Ðèñóíêå 3.7 ïîêàçàíî, ÷òî òå÷åíèå èäåò îò

Σq
1 ê Σp

1 è îò Σq
2 ê Σp

1. Òàêæå êàê è â ïðîøëûõ ïðèìåðàõ, òå÷åíèå èäåò íå

ïî êðàò÷àéøåé òàðåêòîðèè, à ÷åðåç öåíòð îáëàñòè. Îòâåðñòèå Σp
2, íà êîòîðîì

çàäàíî áîëüøåå äàâëåíèå ÷åì íà Σp
1 è Σp

3, îêàçûâàåòñÿ âõîäíûì, èç íåãî èäåò
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Ðèñ. 3.6: Ïîëå ñêîðîñòåé è äàâëåíèå äëÿ ïðèìåðà 2

Ðèñ. 3.7: Ïîëå ñêîðîñòåé è äàâëåíèå äëÿ ïðèìåðà 3
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íåáîëüøîé ïîòîê ê Σp
1 è Σp

3. Îñíîâíîé ïîòîê îò Σq
1 è Σq

2 òîðìîçèòñÿ âáëèçè

Σp
2, ñòàëêèâàÿñü ñî âñòðå÷íûì òå÷åíèåì.

Äëÿ âñåõ ðàñ÷åòîâ Eabs < 10−6, Erel < 10−6, òî åñòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ

ñèñòåìû äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ.

Ðèñ. 3.8: Ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè íà îñè Oy ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ κ
(ñëåâà). Äàâëåíèå íà âõîäíîì îòâåðñòèè Σq

1 (ñïðàâà)

Òàêæå áûëî èññëåäîâàíî âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâî-

äèìîñòè κ íà òå÷åíèå. Ðàññìàòðèâàëèñü çíà÷åíèÿ κ = {100, 10, 1, 0.1, 0.01}.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íå èçìåíÿëàñü, âàðüèðîâàëñÿ

êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè µ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî µ = κ. Ïîâåðõíîñòè Σ è Σ̃ òàêèå

æå êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàñ÷åòàõ. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàëèñü ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ òîëüêî íà ïîòîê: íà îñè Ox çàäàâàëîñü äâà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ îòâåðñòèÿ Σq
1, Σ

q
2 ñ ðàâíûì ïî ìîäóëþ ïîòîêîì −Q(Σq

1) = Q(Σq
2) = 1.

Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ïîëó÷àëîñü P (Σq
1) = −P (Σq

2).

Íà Ðèñóíêå 3.8 ñëåâà ïîêàçàí ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè íà îòðåçêå îñè

Oy, ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèþ òå÷åíèÿ. Óìåíüøåíèå κ îòíîñèòåëüíî

ñòàðòîâîãî çíà÷åíèÿ κ = 1 îêàçûâàåò íåîäíîçíà÷íîå âëèÿíèå íà ïðîôèëü

ñêîðîñòè, â òî âðåìÿ êàê óâåëè÷åíèå κ óìåíüøàåò ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè

è äåëàåò óáûâàíèå âáëèçè êðàÿ ìåíåå çàìåòíûì.

Íà Ðèñóíêå 3.8 ñïðàâà ïîêàçàí ïåðåïàä äàâëåíèÿ ìåæäó îòâåðñòèÿìè Σq
1 è

Σq
2. Ðàçíîñòü äàâëåíèé ðàñòåò ñ ðîñòîì κ, òàê êàê äëÿ òîãî æå ïîòîêà â áîëåå

âÿçêîé ñðåäå òðåáóåòñÿ áîëüøèé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ. Òàêæå çàìåòíà òåíäåöèÿ

çàìåäëåíèÿ ðîñòà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ κ.
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3.1.3 Ñîïðÿæåíèå òå÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëîâ ñðåä

Áûëà ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ çàäà÷à (1.37)�(1.39) î ñîïðÿæåíèè òå÷åíèé â

äâóõ îáëàñòÿõ â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà Σ åñòü ñôåðà ðàäèó-

ñà R = 1 (ñì. Ðèñóíîê 3.9). Çàäà÷à ðåøàëàñü ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

κ1 = 0.01, κ2 = 0.001, µ = 30. Òå÷åíèå èíèöèèðîâàëîñü èñòî÷íèêîì è ñòîêîì,

ðàñïîëîæåííûìè âî âíåøíåé îáëàñòè â òî÷êàõ q1 = (−1.5, 0, 0), q2 = (1.5, 0, 0)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâè÷íûå ïîëÿ ñêîðîñòè v0 è äàâëåíèÿ p0 çàäàâàëèñü ôîð-

ìóëàìè (1.33)�(1.35), ãäå Ns = 2, Q1 = −Q2 = 1.

×èñëåííî ðåøàëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.16)�(2.18), àïïðîêñèìèðóþùàÿ

ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (1.49). Áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ íà ïî-

âåðõíîñòíûõ ñåòêàõ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 3.1.

Íà Ðèñóíêå 3.10 ñïðàâà ïîêàçàíî ïîëå ñêîðîñòåé â ñå÷åíèè (ïîëîæåíèå

ñå÷åíèÿ èçîáðàæåíî íà Ðèñóíêå 3.9), ïîëó÷åííîå â ýòîé çàäà÷å ïî ôîðìó-

ëå (2.19) â âàðèàíèòå ðàñ÷åòà ñ ðàçáèåíèåì ñôåðû íà 1600 ÿ÷ååê. Íà Ðèñóí-

êå 3.10 ñëåâà äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíî ïåðâè÷íîå ïîëå (òàêîå ïîëå ñîîòâåò-

ñòâóåò òå÷åíèþ, èíäóöèðóåìîìó òåìè æå èñòî÷íèêàìè â îäíîðîäíîé ñðåäå

áåç âêëþ÷åíèÿ). Ñðàâíåíèå ýòèõ ïîëåé ñêîðîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè íàëè-

÷èè îáëàñòè ñ ìàëîé ïðîâîäèìîñòüþ òå÷åíèå ïåðåñòðàâèâàòñÿ â îáõîä ýòîé

îáëàñòè.

Íà Ðèñóíêå 3.11 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ â ýòîì æå ñå÷åíèè çíà÷åíèé

ïîòåíöèàëà φ (ñëåâà) è äàâëåíèÿ (ñïðàâà). Äëÿ ðàñ÷åòà äàâëåíèÿ èñïîëü-

çîâàëàñü ôîðìóëà (2.20), ïîòåíöèàë âûðàæàëñÿ ÷åðåç äàâëåíèå ïî ôîðìóëå

φ(x) = −µp(x)/κm, m = 1, 2. Çäåñü âèäíû ðàçðûâíîñòü ïîòåíöèàëà íà ïî-

âåðõíîñòè Σ è íåïðåðûâíîñòü äàâëåíèÿ íà ýòîé æå ïîâåðõíîñòè.

Íà Ðèñóíêå 3.12 ñëåâà ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ ñêîðîñòè îò âåëè-

÷èíû r = |x| íà îòðåçêå AB, ïîëîæåíèå êîòîðîãî ïîêàçàíî íà Ðèñóíêå 3.9.
Çäåñü êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ñêîðîñòè, ðàññ÷èòàííûì íàïðÿìóþ

ïî ôîðìóëå (2.19), êðèâàÿ 2 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûì

ñ ïðèìåíåíèåì ýêñòðàïîëÿöèè èç îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ïðè r > 1 ýêñ-

òðàïîëÿöèÿ îñóùåñòâëÿëàñü èç îáëàñòè Ω1, à ïðè r < 1 � èç îáëàñòè Ω2. Ýòîò

ãðàôèê ñîãëàcóåòñÿ ñ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòè íà ãðàíèöå ðàçäåëà

ñðåä.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà
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âñåé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà áûëà ïðîâåäåíà ýêñòðàïîëÿöèÿ èç îáëàñòåé Ω1 è

Ω2 ïî ôîðìóëàì, àíàëîãè÷íûì (3.2). Äëÿ êàæäîé òî÷êè êîëëîêàöèè xi êðà-

åâûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè v+
i è v−

i áûëè ïîëó÷åííû ïóòåì ýêñòðàïîëÿöèè èç

îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ îïÿòü èñïîëüçîâàëîñü

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h0 = h/4, ãäå h � íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ ÿ÷ååê ðàç-

áèåíèÿ.

Äàëåå âû÷èñëÿëàñü âåëè÷èíà E(v), õàðàêòåðèçóþùàÿ ñðåäíþþ îòíîñè-

òåëüíóþ ïîãðåøíîñòü âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñêîðîñòü, ïî ôîð-

ìóëå

E(v) =

∑N
i=1 |v

+
i − v−

i | si
q

, q =
N∑
i=1

|v
+
i + v−

i

2
|si.

Íà Ðèñóíêå (3.12) ñïðàâà, ïðèâåäåíà ïîãðåøíîñòü E(v) â çàâèñèìîñòè îò

÷èñëà ÿ÷ååê ðàçáèåíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è.

Ðèñ. 3.9: Êîíôèãóðàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äëÿ çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ.

Òàê æå íà ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâà-

íèå âëèÿíèÿ ïðîâîäèìîñòè ñðåäû âî âíóòðåííåé îáëàñòè Ω2 íà îáúåì æèä-

êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãðàíèöó ýòîé îáëàñòè. Äëÿ ýòîãî áûëè ïîëó÷åíû

ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.37)�(1.39) äëÿ òîé æå êîíôèãóðàöèè ïîâåðõíî-

ñòè Σ è äëÿ òîãî æå ïåðâè÷íîãî ïîëÿ, ÷òî è â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå,

íî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû âî âíóòðåííåé îáëàñòè:

κ2 = {0.0025, 0.005, 0.01, 0.02}, è äëÿ îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

κ1 = 0.01, µ = 30. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé κ2 = κ1 ôàêòè÷åñêè îáîçíà÷àåò
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Ðèñ. 3.10: Ïîëå ñêîðîñòåé â ñå÷åíèè îáëàñòè òå÷åíèÿ ïëîñêîñòüþ Ox1x2. Ñëå-
âà: ïðè ñâîáîäíîì òå÷åíèè, ñïðàâà: â çàäà÷å ñîïðÿæåíèÿ.

Ðèñ. 3.11: Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà (ñëåâà) è äàâëåíèÿ (ñïðàâà) â ñå÷åíèè
îáëàñòè ïëîñêîñòüþ Ox1x2. Îêðåñòíîñòè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ âûðåçàíû.
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Ðèñ. 3.12: Ñëåâà: èçìåíåíèå ìîäóëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè âäîëü îòðåçêà AB: 1 �
äëÿ ïðÿìûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè, 2 � äëÿ çíà÷åíèé ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûõ ýêñ-
òðàïîëÿöèåé èç îáëàñòè òå÷åíèÿ. Êðóãëûì ìàðêåðîì îòìå÷åíû òî÷êè, ïî êî-
òîðûì ïðîâîäèëàñü ýêñòðàïîëÿöèÿ. Êâàäðàòíûì ìàðêåðîì îòìå÷åíî êðàåâîå
çíà÷åíèå ñêîðîñòè íà ãðàíèöå. Ñïðàâà: çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøî-
ñòè âû÷èñëåíèé E(v) îò ÷èñëà ÿ÷ååê ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè.

îòñóòñòâèå ãðàíèöû ðàçäåëîâ ñðåä Σ.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ àïïðîêñèìàöèåé ïîâåðõíîñòè ñèñòåìîé èç

N = 1600 ÿ÷ååê. Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ñêî-

ðîñòè âî âñåõ òî÷êàõ êîëëîêàöèè v(xi) (äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðàåâîãî çíà÷åíèÿ

ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè Σ çäåñü äèñêðåòèçèðîâàëàñü ôîðìóëà (1.47)). Äàëåå

âû÷èñëÿëñÿ ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü âêëþ÷åíèÿ Σ ïî ôîðìóëå

Q =
N∑
l=1

(ni · v(xi)) si.

Íà Ðèñóíêå 3.13 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòü îáåçðàçìåðåííîãî ïîòîêà Q îò

îòíîøåíèÿ ïðîâîäèìîñòåé âíóòðåííåé è âíåøíåé ñðåä κ2/κ1, îáåçðàçìåðèâà-

íèå ïðîèçâîäèëîñü äåëåíèåì ïîòîêà Q íà ñóììó Q0 = |Q1| + |Q2| ìîäóëåé
ïîòîêîâ â èñòî÷íêàõ ïîëÿ. Âèäíî, ÷òî ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ñðåä

ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ïðîâîäèìîñòè âíóòðåííåé îáëàñòè.

3.1.4 Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ ñ âñàñûâàíèåì

Áûëà ðàññìîòðåíà êðåâàÿ çàäà÷à (1.37), (1.56)�(1.58) î ñîïðÿæåíèè òå÷å-

íèÿ ñ âñàñûâàíèåì. Ïåðâè÷íîå ïîëå ñêîðîñòåé è äàâëåíèé îïèñûâàëî ðàâíî-
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Ðèñ. 3.13: Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîãî ïîòîêà æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöó ðàç-
äåëà îò îòíîøåíèÿ ïðîíèöàåìîñòåé îáëàñòåé.

ìåðíîå òå÷åíèå âäîëü îñè Ox, òî åñòü

p0 = −x, v0 = [
κi
µ
, 0, 0]T , x ∈ Ωi, i = 1, 2

Ïîâåðõíîñòü Σ � ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ðåøàëàñü ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.71) ïî ÷èñëåííîé ñõåìå (2.21).

Ïàðàìåòðû çàäà÷è ñëåäóþùèå: κ1 = 1, κ2 = 0.5, µ = 1, L = 1.

Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè õàðàêòåðà òå÷åíèÿ îò ïàðà-

ìåòðà pv. Îáëàñòü Ω2 ìîæåò ÿâëÿòüñÿ èñòî÷íèêîì èëè ñòîêîì æèäêîñòè

â çàâèñèìîñòè îò ðàçíîñòè äàâëåíèé p(x) − pv. Ðàññìàòðèâàëèñü çíà÷åíèÿ

pv = {2, 0,−2}. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿëñÿ ñòîê æèäêîñòè â Ω2 ïî

ôîðìóëå:

Qsink = −
∑
σi∈Σ̃

(ni · v(xi))si. (3.5)

Â Òàáëèöå 3.2 ïîêàçàëà çàâèñèìîñòü ïîòîêà Qsink îò äàâëåíèÿ pv. Íà Ðè-

ñóíêàõ 3.14, 3.15 ïîêàçàíû ïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèé, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøå-

íèè çàäà÷è ñ óêàçàííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà pv. Ïðè pv = 2 îáëàñòü Ω2

ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì æèäêîñòè, ïåðâè÷íîå ïîëå äàâëåíèé ìåíüøå 2 â äàííîé

îáëàñòè, ïîýòîìó íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå äàâëåíèÿ è âûòåêàíèå æèäêîñòè

÷åðåç ãðàíèöó Σ. Ïðè pv = 0 äàâëåíèå â îáëàñòè ïðèìåðíî ðàâíî ïåðâè÷íî-

ìó, ïîýòîìó Ω2 ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî èñòî÷íèêîì è ñòîêîì æèäêîñòè, ïðè-

÷åì îáúåì âòåêàþùåé æèäêîñòè ïðèìåðíî ðàâåí îáúåìó âûòåêàþùåé. Ïðè
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pv = −2 Ω2 ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì, íàáëþäàåòñÿ ñèòóàöèÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñëó÷àþ

pv = 2. Îáúåì ñòåêàþùåé æèäêîñòè ïðè pv = −2 ïî ìîäóëþ ðàâåí îáúåìó

âûòåêàþùåé ïðè pv = 2.

pv 2 0 -2

Qsink -2.91 10−8 2.91

Òàáëèöà 3.2: Çàâèñèìîñòü ñòîêà æèäêîñòè â îáëàñòè Ω2 îò äàâëåíèÿ pv.

Ðèñ. 3.14: Ïîëå ñêîðîñòåé â ïëîñêîñòè Oxy ïðè äàâëåíèè â îáëàñòè ñòîêà
pv = {2, 0,−2}.

Ðèñ. 3.15: Ïîëå äàâëåíèé â ïëîñêîñòè Oxy ïðè äàâëåíèè â îáëàñòè ñòîêà
pv = {2, 0,−2}.

Òàêæå áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ L è

κ2 íà âñàñûâàíèå æèäêîñòè. Äëÿ âûÿâëåíèÿ çàâèñèìîñòè ñòîêà æèäêîñòè îò

êîýôôèöèåíòà âñàñûàíèÿ L èñïîëüçîâàëàñü òà æå ãåîìåòðèÿ ÷òî è â ïðåäû-

äóùåì ïðèìåðå. Ïàðàìåòðû ñëåäóþùèå: κ1 = 1, κ2 = 0.5, µ = 1, pv = −2.

Ïàðàìåòð L ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ {0.25, 0.5, 1, 2, 4}. Ñòîê æèäêîñòè âû÷èñëÿë-
ñÿ ïî ôîðìóëå (3.5). Íà ãðàôèêå 3.16 (ñëåâà) ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ñòîêà

æèäêîñòè îò ïàðàìåòðà L. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ñòîêà æèäêîñòè

îò ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè âíóòðåííåé îáëàñòè κ2 èñïîëüçîâàëàñü òà
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æå ãåîìåòðèÿ ñ ïàðàìåòðàìè: κ1 = 1, µ = 1, L = 1, pv = −2. Ïàðàìåòð

κ2 ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ {0.25, 0.5, 1, 2, 4}. Íà ãðàôèêå 3.16 (ñïðàâà) ïðèâåäåíà
çàâèñèìîñòü ñòîêà æèäêîñòè îò ïàðàìåòðà κ2. Çàìåòíî, ÷òî ïàðàìåòð L îêà-

çûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà âñàñûâàíèå æèäêîñòè, â òî âðåìÿ êàê ðîñò

κ2 îêàçûâàåò ìàëîå âëèÿíèå íà çíà÷åíèå Qsink.

Ðèñ. 3.16: Çàâèñèìîñòü ñòîêà æèäêîñòè îò êîýôôèöèåíòà âñàñûâàíèÿ L è
ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè îáëàñòè âñàñûâàíèÿ κ2.

3.1.5 Âÿçêîå òå÷åíèå â ñèñòåìå îáëàñòåé

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (1.81)�(1.83). Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé ãåîìåò-

ðèè ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ òðóáêó ñî ñôåðè÷åñêèì âêëþ÷åíèåì â öåí-

òðå. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âêëþ÷åíèå èìååò ìåíüøóþ ãèäðàâëè÷åñêóþ ïðîâî-

äèìîñòü ÷åì ñðåäà â òðóáêå. Çàäàäèì ïîòîê ÷åðåç ëåâîå îñíîâàíèå öèëèíäðà

Q1 è äàâëåíèå íà ïðàâîì îñíîâàíèè öèëèíäðà P2, äëÿ âêëþ÷åíèÿ çàäàäèì

äàâëåíèå p2v. Îáîçíà÷èì ÷åðåç zq öåíòð ëåâîãî îñíîâàíèÿ, zp � öåíòð ïðàâîãî

îñíîâàíèÿ è r � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ. Ôóíêöèè f0, ξ àïïðîêñèìèðóþòñÿ òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû òå÷åíèå ÷åðåç îñíîâàíèÿ èìåëî ïàðàáîëè÷åñêèé ïðîôèëü.

f0,i = Q1
r2 − |xi − zq|2∑

k:σk∈Σ̃q(r2 − |xk − zq|2)sk
, ψ = P2. (3.6)

Äîïîëíèòåëüíàÿ íåèçâåñòíàÿ ξ íà Σ̃p àïïðîêñèìèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî.

ξi = ξp
r2 − |xi − zp|2∑

k:σk∈Σ̃p(r2 − |xk − zp|2)sk
. (3.7)
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Áûëà èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü òå÷åíèÿ îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äëÿ îïè-

ñàííîé âûøå ãåîìåòðèè òðóáêè ðåøàëàñü êðàåâàÿ çàäà÷à (1.89)�(1.94) ïî ÷èñ-

ëåííîé ñõåìå (2.31)�(2.36). Ïàðàìåòðû ìîäåëè L2 = 0.01, κ1 = 0.1, κ2 = 0.01,

µ = 1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàâàëèñü ôîðìóëîé (3.6) c ôèêñèðîâàííûì âõîä-

íûì ïîòîêîì Q1 = −1, âûõîäíûì äàâëåíèåì P2 = 1 è ðàçëè÷íûìè äàâëå-

íèÿìè p2v. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé àíàëèçèðóåìîé õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ ðàñ-

ñìàòðèâàëñÿ ñóììàðíûé ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè âñàñûâàíèÿ

(ýòîò ïîòîê õàðàêòåðèçóåò êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, âñàñûâàåìîé â îáëàñòè Ω2

â åäèíèöó âðåìåíè), êîòîðûé îïðåäåëÿëñÿ ïî ôîðìóëå (3.5).

Â Òàáëèöå 3.3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ñòîê

æèäêîñòè Qsink, ïîëó÷åííûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ äàííûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè. Íà Ðèñóíêå 3.17 ïîêàçàíû ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, ðàñ÷èòàí-

íûå ïî ôîðìóëàì (2.37), (2.38) â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè òðóáêè. Âèäíî, ÷òî ïðè

íàèìåíüøåì èç ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ p2v = 0.5 ïî÷òè âåñü ïîòîê

èäåò âíóòðü îáëàñòè âñàñûâàíèÿ, Ïðè çíà÷åíèè äàâëåíèÿ p2v = 1.0 âñàñûâà-

åòñÿ ïîëîâèíà ïîòîêà æèäêîñòè. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ äàâëåíèÿ p2v = 2.5

ïðîèñõîäèò âûòåêàíèå æèäêîñòè èç âíóòðåííåé îáëàñòè.

p2v 0.5 1 2.5

Qsink 0.91 0.56 -0.45

Òàáëèöà 3.3: Ñòîê æèäêîñòè âî âíóòðåííåé îáëàñòè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

Òàêæå áûëà èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü òå÷åíèÿ îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðè

ôèêñèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Äëÿ îïèñàííîé âûøå ãåîìåòðèè òðóá-

êè ðåøàëàñü êðàåâàÿ çàäà÷à (1.89)�(1.94) ïî ÷èñëåííîé ñõåìå (2.31)�(2.36).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàíû ôîðìóëîé (3.6) c Q1 = −1, P2 = 1, p02 = 1. Ìû

ðàññìîòðåëè ÷åòûðå íàáîðà ïàðàìåðîâ L2, κ1, κ2 (çíà÷åíèå ïàðàìåòðà âÿçêî-

ñòè æèäêîñòè ôèêñèðîâàíî). Â Òàáëèöå 3.4 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ,

à òàêæå ñòîê æèäêîñòè âíóòðè îáëàñòè âñàñûâàíèÿ Ω2.

Íà Ðèñóíêàõ 3.18 è 3.19 ïîêàçàíû ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, ðàñ÷èòàí-

íûå ïî ôîðìóëàì (2.37), (2.38) â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè òðóáêè. Íà Ðèñóí-

êå 3.20 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ñòîêà æèäêîñòè îò ïàðàìåòðîâ L2 è κ2. Â ïåð-

âîì ñëó÷àå âàðüèðóåòñÿ L2 ∈ [10−2, 102] ïðè κ2 = 10 , âî âòîðîì âàðüèðóåòñÿ
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Ðèñ. 3.17: Ïîëå ñêîðîñòåé â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè òðóáêè ïðè ïàðàìåòðàõ,
óêàçàííûõ â Òàáëèöå 3.3

κ2 ∈ [10−2, 102] ïðè L2 = 0.1. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ êîýôôèöèåíò ãèäðàâëè÷åñêîé

ïðîâîäèìîñòè â âíåøíåé îáëàñòè çàäàåòñÿ îòíîøåíèåì κ1 = 10κ2, âÿçêîñòü

æèäêîñòè ôèêñèðîâàíà µ = 1. Çàìåòíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà L2 îáú-

åì âñàñûâàåìîé æèäêîñòè ðàñòåò, óìåíüøåíèå ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè

òàêæå óñèëèâàåò âñàñûâàíèå æèäêîñòè. Ìîæíî âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå,

÷òî ñòîê æèäêîñòè åñòü ñèãìîèäíàÿ ôóíêöèÿ îò ëîãàðèôìà L2 èëè ñèãìîèä-

íàÿ ñî çíàêîì ìèíóñ îò κ2 ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ ìîäå-

ëè. Çàìåòíî òàêæå, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè

òå÷åíèå æèäêîñòè âíóòðè îáëàñòè âñàñûâàíèÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå ÷åì ïðè

âûñîêèõ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îòíîøåíèå κ1/κ2 îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

L2 κ1 κ2 Qabs

0.1 100 10 0.1
1 100 10 0.54
10 100 10 0.97
0.1 1 0.1 0.63

Òàáëèöà 3.4: Ñòîê æèäêîñòè âî âíóòðåííåé îáëàñòè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
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Ðèñ. 3.18: Ïîëå ñêîðîñòåé â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè òðóáêè ïðè ïàðàìåòðàõ,
óêàçàííûõ â Òàáëèöå 3.4

Ðèñ. 3.19: Ïîëå äàâëåíèé â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè òðóáêè ïðè ïàðàìåòðàõ,
óêàçàííûõ â Òàáëèöå 3.4
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Ðèñ. 3.20: Çàâèñèìîñòü ñòîêà æèäêîñòè îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè: ñëåâà L2 ∈
[10−2, 102], κ2 = 10, ñïðàâà κ2 ∈ [10−2, 102], L2 = 0.1

3.2 Âàëèäàöèÿ ìîäåëè

Ìîäåëü ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ ñ âñàñûâàíèåì ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ ëèìôû â ëèìôàòè÷åñêîì óçëå (ËÓ) ñ ó÷åòîì

ïîðèñòîé ñòðóêòóðû è âñàñûâàíèÿ â êðîâåíîñíóþ ñèñòåìó (ÊÑ). Äëÿ êàëèá-

ðîâêè ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî âñàñûâàíèþ ëèì-

ôû èç ËÓ â ÊÑ, ïðèâåäåííûå â ðàáîòàõ [46�48].

3.2.1 Ôèëüòðàöèîííîå òå÷åíèå ëèìôû â ëèìôîóçëå

Ëèìôàòè÷åñêèå óçëû ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ëèìôàòè÷åñêîé ñè-

ñòåìû, èõ ôóíêöèÿ � ôèëüòðàöèÿ ëèìôû è çàïóñê èìóííûõ ïðîöåññîâ. Ôîðìà

ËÓ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ñôåðîé èëè ýëëèïñîèäîì, äèàìåòð ËÓ âàðüè-

ðóåòñÿ îò 0.5 � 1 ìì äî 30-50 ìì è áîëåå. Â ëèìôàòè÷åñêèé óçåë âõîäÿò 2-4

àôôåðåíòíûõ (âõîäíûõ) ñîñóäà è âûõîäèò 1-2 ýôôåðåíòíûõ (âûõîäíûõ) ñî-

ñóäà [49]. Ïðè ïðîõîæäåíèè ëèìôû ïî ëèìôàòè÷åñêîìó óçëó îêîëî 1/3 å¼

îáú¼ìà ñòåêàåò â êðîâåíîñíóþ ñèñòåìó.

Ñóùåñòâóþùèå ìîäåëè ôèëüòðàöèîííîãî òå÷åíèÿ â ëèìôîóçëå [8], [7], à

òàêæå ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíòåðôåðîíà â ËÓ [12], îñíîâàíû íà ïðè-

ìåíåíèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñóùåñòâóþò òàê-

æå ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ñòðóêòóðó ëèìôîóçëà

è ðàñïîëîæåíèå êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ â íåì [34, 50, 51], à òàêæå ìîäåëü ëèì-

ôàòè÷åñêîé ñèñòåìû ÷åëîâåêà [35], äåìîíñòðèðóþùàÿ ïîëîæåíèå ËÓ â òåëå.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàíà áîëåå ïðîñòàÿ ìîäåëü, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ îä-

84



íîðîäíûõ îáëàñòåé. Óïðîùåííàÿ ìîäåëü ëèìôîóëà ñîñòîèò èç äâóõ îáëàñòåé:

âíåøíÿÿ îáëàñòü � ñóáêàïñóëÿðíûé ñèíóñ, âíóòðåííÿÿ îáëàñòü (Ò-êëåòî÷íàÿ

è ìåäóëÿðíàÿ çîíû). Âíóòðåííÿÿ îáëàñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå

âûñîêèì ãèäðàâëè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì, òàêæå âî âíóòðåííåé îáëàñòè ïðî-

èñõîäèò ñòîê ëèìôû â ÊÑ [10, 11, 49, 52]. Ñòðóêòóðà ëèìôîóçëà ñõåìàòè÷íî

èçîáðàæåíà íà Ðèñóíêå 3.21.

Çàäà÷à ôèëüòðàöèîííîãî òå÷åíèÿ ëèìôû ñ âñàñûâàíèåì â ÊÑ îïèñûâà-

åòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1.74) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.75). Ôèëüòðà-

öèÿ ëèìôû â ËÓ òàêæå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ çàêîíîì Äàðñè-Áðèíêìàíà, îä-

íàêî ïàðàìåòðû ãèäðàâëè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè ëèìôîóçëà è äèíàìè÷åñêîé

âÿçêîñòè ëèìôû [7, 8] òàêîâû, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè Ëàïëàñèàíå ñêîðî-

ñòè ∆v ïðåíåáðåæèìî ìàë (ïîðÿäîê âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ: κ1 = 10−4 mm2,

κ2 = 10−7mm2, µ = 2 · 10−7 mmHg ·min, β1 = 102 mm−1, β2 = 103 mm−1).

Ïîòîìó ìû èñïîëüçîâàëè ìîäåëü, îñíîâàííóþ íà çàêîíå Äàðñè áåç ïîïðàâêè

Áðèíêìàíà.

Subcapsular sinus

Cortex and medulla
zone

Blood vascular
network

Afferent vessel

Efferent vessel

Ðèñ. 3.21: Ñõåìàòè÷íîå óïðîùåííîå ïðåäñòàâëåíèå ËÓ: âíåøíÿÿ îáëàñòü ñ
íèçêèì ãèäðàâëè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì è âíóòðåííÿÿ îáëàñòü, â êîòîðîé
ëèìôà âñàñûâàåòñÿ â êðîâü

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìîäåëè ìû èñïîëüçîâàëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,

ïðèâåäåííûå â ñòàòüå [48]. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëñÿ ëèìôîóçåë ñ îäíèì

àôôåðåíòûì îòâåðñòèåì Σq, ÷åðåç êîòîðûé øåë ôèêñèðîâàííûé ïîòîê Q1, è

îäíèì ýôôåðåíòûì îòâåðñòèåì Σp, íà êîòîðîì çàäàâàëîñü äàâëåíèå P2 (ñì
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Ðèñóíîê 3.21 ñïðàâà). Îáîçíà÷èì ÷åðåç zq öåíòð àôôåðåíòíîãî îòâåðñòèÿ, zp

öåíòð àôôåðåíòíîãî îòâåðñòèÿ, r � ðàäèóñ îòâåðñòèé. Ïîâåðõíîñòè Σq è Σp

àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Σ̃q = {σi : |xi − zq| < r}, Σ̃p = {σi : |xi − zp| < r}.

Ôóíêöèè f0, ψ è ξ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.6), (3.7).

Îáìåí æèäêîñòüþ ìåæäó ëèìôîóçëîì è êðîâåíîñíîé ñèñòåìîé îïèñûâà-

åòñÿ óðàâíåíèåì Ñòàðëèíãà

∇ · v(x) = −LbA(p(x)− pb + σ · (πb − πlymph)),

ãäå Lb � êîýôôèöèåíò âñàñûâàíèÿ â êðîâü, A � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êðî-

âåíîñíûõ ñîñóäîâ, pb � äàâëåíèå â ê.ñ., πb îíêîòè÷åñêîå äàâëåíèå â êðîâè,

πlymph îíêîòè÷åñêîå äàâëåíèå â ëèìôå, σ � êîýôôèöèåíò îíêîòè÷åñêîãî îòðà-

æåíèÿ. Çíà÷åíèå σ áðàëîñü ðàâíûì 0.88 (ñì. [8]). Â ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿëîñü

äàâëåíèå â êðîâè pb, à òàêæå êîíöåíòðàöèè áåëêîâ â êðîâè Cb è ëèìôå Cl.

Âû÷èñëèòü îíêîòè÷åñêîå äàâëåíèå ìîæíî ïî ôîðìóëå

π =
C

M
RT

ãäå M = 67.2 êã/ìîëü � ìîëÿðíàÿ ìàññà áåëêîâ, R = 8.31 � óíèâåðñàëüíàÿ

ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, T = 301 K � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà. Òàêèì îáðàçîì,

ìîæíî âû÷èñëèòü pv = pb − σ · (πb − πlymph).

3.2.2 Ïðèáëèæåíèå ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì

Óïðîùåíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ ëèìôîóçëà ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü êî-

ëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äî òðåõ. L = LbA � êîýôôèöèåíò âñàñûâàíèÿ

â ÊÑ âî âíóòðåííåé îáëàñòè, α1 = µ/κ1 � ãèäðàâëè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå âî

âíåøíåé îáëàñòè, è α2 = µ/κ2 � ãèäðàâëè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå âî âíóòðåí-

íåé îáëàñòè. Îáîçíà÷èì âåêòîð ïàðàìåòðîâ θ = {L, α1, α2}. Ñèñòåìà èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.78)�(1.80) ðåøàåòñÿ ïî ÷èñëåííîé ñõåìå (2.26)�(2.28)

ñ ïàðàìåòðàìè θ è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.6), â êîòîðûå ïîäñòàâëÿëèñü

çíà÷åíèÿ Q1 è P2, âçÿòûå èç Òàáëèöû 1 ñòàòüè [48].
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Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäñêàçàíèé ìîäåëè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè Q2,

P1 èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ P̄1 � äàâëåíèå íà Σq
1 è Q̄2 � ïîòîê ÷åðåç Σp

1,

âû÷èñëÿåìûå ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

Q̄2 =
∑
σi∈Σp

1

ni · v−
i · si, P̄1 =

∑
σi∈Σq

1
p−i · si∑

σi∈Σq
1
si

Â ñòàòüå [48] ïðèâîäÿòñÿ äàííûå ïî íåñêîëüêèì æèâîòíûì (ñîáàêè ïîðîäû

áîðçàÿ), äëÿ êàæäîãî æèâîòíîãî ïðèâîäÿòñÿ 6 èëè 7 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà-

÷åíèé. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàçíûì æèâîòíûì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ θ. Ìû áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êàê

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà Φerr ïî âñåì ýêñïåðèìåíòàì äëÿ êàæäîãî æèâîòíîãî.

Φerr(θ) =

Nexp∑
i=1

(Qi
2 − Q̄i

2(θ))
2

Qavg
+

(P i
1 − P̄ i

1(θ))
2

Pavg

 1
2

,

Qavg =

Nexp∑
i=1

(Qi
2)

2

Nexp
, Pavg =

Nexp∑
i=1

(P i
1)

2

Nexp
, (3.8)

ãäå Qi
2, P

i
1 � äàííûå i-îãî ýêñïåðèìåíòà, Q̄

i
2, P̄

i
1 � ðåçóëüòàòû ìîäåëè äëÿ i-îãî

ýêñïåðèìåíòà.

Äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Íåëäåðà-

Ìèäà. Äëÿ êàæäîãî æèâîòíîãî ðåøàëàñü îòäåëüíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà, à òàêæå îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðèâå-

äåíû â Òàáëèöå 3.5. Äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ æèâîòíûõ â ýêñïåðèìåíòå âàðüè-

ðîâàëîñü çíà÷åíèå P2 ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ pv è íåèçìåííîì Q1, ïîýòîìó

ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê çàâèñèìîñòü P1 è Q2 îò P2 (ñì. Ðèñóíêè 3.22, 3.23). Â ñëó÷àå

5-ãî è 6-ãî æèâîòíîãî äàâëåíèå P2 ñíà÷àëà óâåëè÷èâàëîñü, ïîòîì óáûâàëî,

ïîòîìó äëÿ áîëüøåé èíôîðìàòèâíîñòè ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåí-

òîì ïðèâåäåíî â Òàáëèöå 3.6.

Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà îòêëîíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îò ýêñïåðèìåíòà Φerr äå-

ìîíñòðèðóþò, ÷òî ìîäåëü äîñòàòî÷íî òî÷íî ïðèáëèæàåò äàííûå äëÿ ïåðâûõ

÷åòûðåõ æèâîòíûõ, è ñóùåñòâåííî õóæå äëÿ äâóõ ïîñëåäíèõ. Ìîäåëü ïîçâî-
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ëÿåò ìîäåëèðîâàòü òå÷åíèå ëèìôû ïðè ñóùåñòâåííûõ ïåðåïàäàõ äàâëåíèÿ íà

ýôôåðåíòíîì îòâåðñòèè P2, îäíàêî ìàëî ÷óâñòâèòåëüíà ê íåáîëüøèì èçìå-

íåíèÿì pv ïðè íåèçìåííîì P2.

Dog Φerr L α1 α2

1 0.16 6.22 1.2·10−3 3.08
2 0.26 8.42 0.7·10−3 4.46
3 0.24 7.94 0.6·10−3 3.67
4 0.19 6.17 0.7·10−3 3.49
5 0.45 6.89 0.7·10−3 3.11
6 0.38 10.66 0.5·10−3 2.05

Òàáëèöà 3.5: Ïàðàìåòðû, îáåñïå÷èâàþùèå îïòèìàëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ïî øåñòè æèâîòíûì

Ðèñ. 3.22: Çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ P1 íà àôôåðåíòíîì îòâåðñòèè â çàâèñèìîñòè
îò äàâëåíèÿ P2 íà ýôôåðåíòíîì îòâåðñòèè äëÿ 1�4-îãî æèâîòíûõ.

Ðèñ. 3.23: Çíà÷åíèÿ ïîòîêà Q2 íà ýôôåðåíòíîì îòâåðñòèè â çàâèñèìîñòè îò
äàâëåíèÿ P2 íà ýôôåðåíòíîì îòâåðñòèè äëÿ 1�4-îãî æèâîòíûõ.
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Dog Q1 P2 p0 Q2 P1 Q̄2 P̄1

5 45.5 0.0 -4.38 40.1 3.30 39.52 1.53
5 45.5 5.3 -4.43 34.0 5.70 33.36 6.72
5 45.5 9.3 -4.57 29.4 9.80 28.59 10.64
5 45.5 9.3 -4.34 28.2 9.60 28.85 10.63
5 45.5 5.3 -4.39 33.2 5.90 33.4 6.72
5 45.5 0.0 -4.60 40.4 3.10 39.27 1.52

6 46.2 0.0 -0.16 41.6 2.7 44.82 1.22
6 46.2 6.0 -0.28 33.9 6.2 33.97 7.08
6 46.2 10.8 -0.11 26.7 10.9 25.76 11.77
6 46.2 10.8 -0.02 25.9 10.9 25.92 11.77
6 46.2 6.0 -0.4 34.5 6.3 33.76 7.07
6 46.2 0.0 -0.67 43.1 2.7 43.92 1.21

Òàáëèöà 3.6: Ñðàâíåíèå ïîòîêà Q2 íà ýôôåðåíòíîì îòâåðñòèè è äàâëåíèÿ P1

íà àôôåðåíòíîì îòâåðñòèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè äëÿ 5-îãî è 6-ãî
æèâîòíûõ.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü ôèëüòðàöèîííîãî òå-

÷åíèÿ æèäêîñòè â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé îáëàñòè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âíóòðè

îñíîâíîé îáëàñòè òå÷åíèÿ ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ïîäîáëàñòè, â êîòîðûõ ïðîèñ-

õîäèò âñàñûâàíèå æèäêîñòè â ñðåäó. Òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó-

÷àè äàííîé ìîäåëè: òå÷åíèå â îäíîðîäíîé îáëàñòè áåç âñàñûâàíèÿ è òå÷åíèå

÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëîâ ñðåä.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü áûëî ðàññìîòðåíî âÿçêîå òå÷åíèå â îäíîðîäíîé îáëà-

ñòè áåç âñàñûâàíèÿ. Äëÿ äàííîé çàäà÷è áûëî ïîñòðîåíî âûðàæåíèå äëÿ ïîëåé

ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ïîòåíöèàëû íà ãðàíèöå îáëàñòè, à òàê-

æå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âûðàæåíèå äëÿ ïîëåé

ñêîðîñòåé è äàâëåíèé ÷åðåç èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è ôèëüòðàöèè â îäíîðîäíîé îáëàñòè.

Òàêæå áûëî ðàññìîòðåíî âÿçêîå òå÷åíèå â îäíîðîäíîé îáëàñòè ñî ñìåøàí-

íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì: íà ÷àñòè ãðàíèöû çàäàâàëîñü äàâëåíèå, íà ÷àñòè

ïîòîê, à íà îñòàëüíûõ ÷àñòÿõ ñòàâèëîñü óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ. Ðåøåíèå äàí-

íîé çàäà÷è îòëè÷àëîñü îò ïðåäûäóùåãî íà êîíñòàíòó, çíà÷åíèå êîòîðîé îïðå-

äåëÿëîñü ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî ÷àñòè ãðàíöû, íà êîòîðîé

çàäàíî äàâëåíèå.

Äàëåå áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ òå÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëîâ

ñðåä. Ðàññìàòðèâàëàñü ïîñòàíîâêà çàäà÷è áåç âñàñûâàíèÿ, òå÷åíèå èíèöèèðî-

âàëîñü òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè. Äëÿ äàííîé çàäà÷è áûëî ïîñòðîåíî âûðàæå-

íèå äëÿ ïîëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ïîòåíöèàëû íà ãðàíèöå

ðàçäåëà ñðåä. Êðàåâàÿ çàäà÷à áûëà ñâåäåíà ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé è äîêàçàíî ïðè ìàëîé ðàçíèöå ìåæäó ãèäðàâëè÷åñêèìè ïðîâîäèìîñòÿìè

ñðåä ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äëÿ ñîïðÿæåíèÿ òå÷åíèÿ òàêæå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà äðóãàÿ ïîñòàíîâ-
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êà çàäà÷è: âî âíóòðåííåé îáëàñòè ïðîèñõîäèëî âñàñûâàíèå æèäêîñòè, à òå÷å-

íèå èíèöèèðîâàëîñü çàäàííûì ïåðâè÷íûì ïîëåì äàâëåíèé. Äëÿ òàêîé çàäà÷è

áûëî ïîñòðîåíî âûðàæåíèå äëÿ ïîëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç

ïîòåíöèàëû íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå

îò ïðåäûäóùèõ, èñïîëüçîâàëèñü ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû äëÿ óðàâíåíèÿ

Ãåëüìãîëüöà, à íå Ëàïëàñà.

Òàêæå áûëà ðàññìîòðåííà çàäà÷à ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ â ñèñòåìå èç

äâóõ îáëàñòåé ñî âñàñûâàíèåì âî âíóòðåííåé îáëàñòè. Äàííàÿ çàäà÷à ôàê-

òè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âÿçêîãî òå÷åíèÿ â ñèñòåìå îáëàñòåé, è

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âàëèäàöèè ìîäåëè.

Âÿçêîå òå÷åíèå â ñèñòåìå îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì çàäà÷è î òå÷å-

íèè â îäíîðîäíîé îáëàñòè ñî ñìåøàííûì ãðàíè÷íûì è çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ

òå÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëîâ ñðåä ñî âñàñûâàíèåì. Áûëî ïîñòðîåíî âûðàæå-

íèå äëÿ ïîëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ïîòåíöèàëû íà ãðàíèöå

îáëàñòè è íà ãðàíèöàõ ðàçäåëîâ ñðåä. Êðàåâàÿ çàäà÷à ôèëüòðàöèè áûëà ñâå-

äåíà ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â Ãëàâå 2 äëÿ âñåõ ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñàííûõ â Ãëàâå 1,

áûëè ïîñòðîåíû ÷èñëåííûå ñõåìû ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ìåòîäå êóñî÷íî-

ïîñòîÿííûõ àïïðîêñèìàöèé è êîëëîêàöèé. Òàêæå â äàííîé ãëàâå áûëà îïè-

ñàíà äèñêðåòèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Â Ãëàâå 3 áûëî îïèñàíî òåñòèðîâàíèå è âåðèôèêàöèÿ ÷èñëåííûõ ñõåìû

äëÿ âñåõ ïîñòàíîâîê çàäà÷, êðîìå ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ â ñèñòåìå èç äâóõ

îáëàñòåé. Äëÿ âÿçêîãî òå÷åíèÿ â îäíîðîäíîé îáëàñòè áåç âñàñûâàíèÿ áûëà

ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèÿ íà ãðà-

íèöå ÷åðåç çíà÷åíèÿ â îáëàñòè. Äëÿ òå÷åíèÿ â îäíîðîäíîé îáëàñòè ñî ñìåøàí-

íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì áûëè ðåøåíû çàäà÷è ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè. Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ñ âûñîêîé òî÷-

íîñòüþ: îøèáêà â ñóììàðíîì ïîòîêå ÷åðåç ãðàíèöó íå ïðåâîñõîäèò 10−6. Äëÿ

çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ òå÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëîâ ñðåä òàêæå áûëà ïðîâåäåíà

âåðèôèêàöèÿ ïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé.

Äëÿ çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ñ âñàñûâàíèåì áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿ-

íèÿ ïàðàìåòðîâ íà õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ è âñàñûâàíèÿ.

Äëÿ çàäà÷è âÿçêîãî òå÷åíèå â ñèñòåìå îáëàñòåé áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäå-

íèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è ïîêàçàíî, ÷òî
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ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êàê âñàñûâàíèå òàê è ïðèòîê æèäêîñòè. Òàêæå

áûëà èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü îáúåìà âñàñûâàåìîé æèäêîñòè îò ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè.

Â Ãëàâå 3 òàêæå áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïðåäñêàçàíèé ìîäåëè ñ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî ôèëüòðàöèè ëèìôû â ëèìôîóçëå. Áûëà èñ-

ïîëüçîâàíà ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå â äâóõ îáëàñòÿõ.

Áûëî äîñòèãíóòî ñîãëàñîâàíèå çíà÷åíèé ñóììàðíûõ õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ,

ïîëó÷åííûõ ïðè÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè

ñ îøèáêîé â ïðåäåëàõ 10%. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

òåñòèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåò ïðèìåíèìîñòü ðàçðàáîòàííîé ÷èñëåí-

íîé ìîäåëè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ ëèìôû â ëèìôîóçëàõ.
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