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Аннотация Представлен метод решения задач контакта деформируемых тел с учетом их поверхностной шероховатости. 

Построены решения контактных задач для шероховатого штампа и полупространства (упругого, вязкоупругого, 

двухслойного). Результаты моделирования сопоставлены с экспериментальными результатами, полученными во 

фрикционных испытаниях по схеме шарик – стальной диск с покрытием на основе MoS2.  

Введение

Наличие на поверхности тел микрорельефа различ-

ной природы приводит к несплошности области кон-

тактного взаимодействия. Дискретность контакта 

очень важна при исследовании таких процессов, как 

адгезия и когезия, фрикционный разогрев, массопере-

нос, износ, усталостное разрушение и др. Поэтому в 

последнее время большое внимание уделяется постро-

ению моделей контактного взаимодействия шерохова-

тых деформируемых тел с целью исследования влия-

ния параметров шероховатости тел на характеристики 

контактного взаимодействия и процессы, сопутствую-

щие этому взаимодействию.

Для построения модели контакта шероховатых тел 

предлагается использовать двухуровневый подход [1], 

согласно которому выделяется два характерных мас-

штаба длины: макро, соответствующий размерам но-

минальной области контакта, и микро, соответствую-

щий характерному размеру неровностей и расстоянию 

между ними. На микромасштабе решение контактной 

задачи позволяет определить фактические характери-

стики контакта, а также дополнительную податливость 

тел, которая затем используется при решении контакт-

ной задачи на макромасштабе. Использование концеп-

ции дополнительной податливости для определения 

номинальных контактных характеристик на макро-

уровне впервые было предложено Штаерманом [2].   

Постановка задачи

Рассматривается внедрение шероховатого штампа, 

макроформа которого описывается функцией ( ),F x y

, в деформируемое основание (рис. 1). Следуя концеп-

ции дополнительной податливости, интегральное 

уравнение для определения номинальных контактных 

давлений ( ),p x y и номинальной площади контакта Ω

записывается в следующем виде:

( ) ( ), , , ,K x y x y p x y dx dy

W

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ +òò

( ) ( ), ,C p x y D F x y+ = -é ùë û
, (1)

где [ ]C p – функция дополнительной податливости,

K(x,y,x’,y’) –ядро интегрального оператора, зависящее 

от выбранной модели деформируемого тела, а D – глу-

бина внедрения штампа. 

Рис. 1. Схема контакта шероховатого штампа с деформируе-
мым телом

Функция дополнительной податливости [ ]C p зави-

сит от параметров микрогеометрии тел и определяется 

либо экспериментально, либо на основе решения кон-

тактной задачи на микроуровне.

Расчет контактных характеристик на микроуровне

Чтобы решить контактную задачу на микромас-

штабе прежде всего необходимо описать поверхност-

ную шероховатость. Для этого существуют различные 

подходы, выбор которых зависит от характера микро-

рельефа, определяемого видом обработки поверхно-

сти. Так, в случае случайного характера микрорельефа 

применяется статистический подход. Одна из самых 

популярных контактных моделей в рамках такого под-

хода является модель Гринвуда-Вильямсона [3]. С ис-

пользованием этой модели, а также принципа локали-

зации [4] строится решение задачи о контакте полупро-

странств с шероховатой и гладкой поверхностями с 

учетом взаимного влияния неровностей.

В случае периодического микрорельефа использо-

вание принципа локализации и расширенного прин-

ципа соответствия [5] позволяет построить решения 

контактных задач для периодической системы неров-

ностей, внедряемой как в упругое, так и в вязкоупругое 

полупространство. 

С использованием принципа локализации получено 

следующее выражение для фактических контактных 

давлений на пятне контакта радиуса a, которое спра-

ведливо как в случае статистического, так и периоди-

ческого характера распределения неровностей по по-

верхности внедряемого тела [1]:

( )
2 2

2 2

2 2

2 2
arctan

E p a r
p r a r

R A ap p

æ ö¢ -ç ÷= - +
ç ÷-è ø

, (2)
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где p  – номинальное давление, ( )21E E n¢ = -  (E и ν 

– модуль Юнга и коэффициент Пуассона полупро-

странства), R – радиус кривизны неровности, а A – ра-

диус области, вне которой действует номинальное дав-

ление, моделирующие взаимное влияние пятен кон-

такта. Дополнительное смещение d, определяемое как 

глубина внедрения неровности относительно границы 

полупространства, всюду нагруженного номинальным 

давлением, рассчитывается по следующей формуле: 

       
2

2 22a p
d A a

R E
= - -

¢
.    (3) 

Анализ влияния микрогеометрии тел на 
контактную жесткость и номинальные 
характеристики 

Полученная при решении контактной задачи на 

микромасштабе при заданных параметрах микрогео-

метрии зависимость дополнительной податливости от 

номинального давления [ ]C p  с использованием фор-

мулы (3) позволяет построить интегральное уравнение 

вида (1) контактной задачи на макромасштабном 

уровне. Такой подход может быть применен для реше-

ния контактных задач для различных макроформ и ме-

ханических свойств контактирующих тел, а также при 

разных способах описания их поверхностной микро-

геометрии. 

Построенное таким образом интегральное уравне-

ние (1) позволяет определить распределение номи-

нальных давлений, например, с использованием ме-

тода последовательных приближений. На конкретных 

примерах было получено, что учет поверхностной ше-

роховатости тел вносит не только количественные, но 

и качественные изменения в распределение номиналь-

ных контактных давлений. В частности, увеличивается 

глубина внедрения и область номинального контакта. 

Отметим также, что по найденным номинальным 

контактным характеристикам, затем можно опреде-

лить значения фактических давлений (2), а также рас-

считать поле внутренних напряжений вблизи пятен 

контакта. В частности, получено, что рост плотности 

контакта, что характеризуется уменьшением расстоя-

ния между неровностями, приводит к возникновению 

на некоторой глубине напряженного подповерхност-

ного слоя, в котором могут развиваться пластические 

деформации и зарождаться микротрещины.  

Сравнение с результатами экспериментов 

Полученные теоретические результаты и оценки 

были сравнены с результатами экспериментальных ис-

следований, проведенных в лаборатории трибологии 

ИПМех РАН и направленных на исследование про-

цесса скольжения стальных шариков с различной по-

верхностной шероховатостью по мягким покрытиям 

на основе дисульфида молибдена, нанесенным на 

стальную подложку.  

Результаты эксперимента показали, что коэффици-

ент трения и скорость изнашивания этих покрытий в 

значительной степени зависят от шероховатости кон-

тртела. Также получено, что увеличение шероховато-

сти (среднеквадратичного отклонения высот неровно-

стей) контртел ведет к росту ширины дорожки трения 

и более интенсивному износу покрытий. Это коррели-

рует с численными результатами, полученными с ис-

пользованием разработанной модели.  

Выводы 

Представлен двухуровневый подход к решению за-

дач контакта шероховатых деформируемых тел. Дан-

ный подход позволяет определить как номинальные, 

так и фактические контактные характеристики, а также 

поле внутренних напряжений вблизи пятен контакта. 

 Анализ конкретных примеров показал, что кон-

тактная жесткость сопряжения существенно зависит от 

параметров микрогеометрии, а также механических 

характеристик взаимодействующих тел и свойств по-

верхностного слоя. Изменение параметров микрогео-

метрии поверхности существенно влияет на распреде-

ление подповерхностных напряжений, т.е. на характер 

изнашивания поверхностей контактирующих тел в 

условиях фрикционного взаимодействия. 

Таким образом, за счет подбора параметров микро-

геометрии сопрягаемых поверхностей можно управ-

лять процессами износа и разрушения, а также изме-

нять (повышать/понижать) контактную жесткость со-

пряжений. 
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