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ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОЦЕНКИ ЖЕСТКОСТИ, 
ПРОЧНОСТИ И УСТОЙЧИВОСТИ 
ШПРЕНГЕЛЬНОЙ ФЕРМЫ
М. Н. Кирсанов,
д-р физ.-мат. наук, профессор, НИУ «МЭИ», г. Москва

Получены аналитические зависимости прогиба и усилий в наиболее сжатых 
и растянутых элементах плоской статически определимой фермы. Для определения 
усилий в стержнях использована программа, написанная на языке символьной 
математики Maple. Найдена асимптота решения, доказывающая наличие 
экстремальной точки на кривой прогиба.
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Расчет и проектирование ферменных кон-
струкций с  большим числом элементов, 
как правило, обычно производят в специ-

ализированных пакетах, основанных на методе 
конечных элементов. Несмотря на сравнитель-
ную простоту работы с  этими пакетами и  их 
универсальность, отметим, что в  последнее 
время для расчетов строительных конструкций 
все больше используются аналитические (фор-
мульные) решения. Это связано в  основном 
с развитием систем компьютерной математики 
(Mathematica, Maple, Maxima). Имеются расчеты 
плоских [1–15] и  пространственных [16] ферм 
с  использованием метода индукции, позволя-
ющего получать решения, зависящие от числа 
панелей. Последнее открывает широкие воз-
можности для точного (в пределах модели) рас-
чета больших и  сверхбольших проектируемых 
пролетов, именно тех, где стандартные и, вроде 
бы хорошо апробированные, численные пакеты 
дают погрешности, связанные с  накоплением 
ошибок округления. Наиболее эффектны задачи 
о  прогибе регулярных конструкций, решение 

которых зависит от одного (или более [17]) на-
турального параметра – числа ячеек периодич-
ности. Именно такая ферма шпренгельного типа 
рассматривается ниже. 

ПРОГИБ
Ферма на рис. 1 представляет собой плоскую 

балочную ферму, усиленную шпренгельными 
элементами. Нагрузка равномерно распреде-
лена по узлам нижнего пояса. В первом при-
ближении стержни принимаются одинаковой 
площади сечения, узлы – идеальными шарнира-
ми. В ферме, имеющей n ячеек периодичности, 
содержится 10n – 2 узел и m = 20n – 4 стержень.

Ставя конечной целью получение общей 
формулы зависимости прогиба от числа пане-
лей, необходимо получить сначала расчет уси-
лий в  стержнях в  аналитической (символьной) 
форме. В программе [18] предлагается общий 
алгоритм такого решения в системе Maple. Для 
этого необходимо пронумеровать стержни 
и узлы (рис. 2), определить координаты всех уз-
лов и структуру соединения стрежней и узлов. 

Рис. 1. Ферма с тремя ячейками периодичности, n = 3

Рис. 2. Нумерация стержней и узлов, n = 2
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Приведем фрагмент программы, задающей 
координаты шарниров. Начало координат рас-
полагается в левой подвижной опоре:

В программу также вводится структура ре-
шетки в виде условных векторов N, содержащих 
номера концов стержней. Так кодируются, на-
пример, нижний пояс, а  затем прямолинейная 
часть верхнего:

Матрица системы уравнений равнове-
сия узлов (всех кроме трех на «земле») со-
стоит из направляющих косинусов усилий, 
вычисляемых по данным координат узлов 
и  векторам структуры. Решение системы 
уравнений в  символьной форме требует 
значительно больших вычислительных ре-
сурсов и  времени, особенно для больших 
чисел панелей. Именно поэтому для по-
лучения конечной формулы применяется 
метод индукции, дающий возможность по 
ряду решений задачи о прогибе ферм с ма-
лым числом панелей обобщить решение на 
произвольное их число. Для вычисления 
прогиба используется формула Максвел-
ла – Мора в виде

где Si – усилия в стержнях фермы от действия 
распределенной нагрузки; si  – усилия от еди-
ничной вертикальной нагрузки в среднем узле 
с  номером 2n + 1 нижнего пояса; li  – длины 
стержней; E  – модуль упругости; F  – площадь 
сечения стержней. Три опорных стержня, ко-

торые приняты жесткими, в  сумму не входят. 
Показано, что общий вид формулы для проги-
ба ферм с разным числом панелей отличается 
только значениями коэффициентов и  имеет 
следующий вид: 

   (1) 

где . Методом индукции с использо-
ванием оператора rgf_fi ndrecur пакета genfunc 
системы Maple для вывода рекуррентного 
уравнения, которому удовлетворяют члены по-
следовательностей коэффициентов, и операто-
ра rsolve для нахождения решений этих урав-
нений получены следующие выражения для 
коэффициентов

D = 4(1 – (–1)n).

Проверку решений, найденных по конеч-
ному и  небольшому числу решений, можно 
выполнить численно. Малое число аналити-
ческих решений, по которым строятся ана-
лизируемые последовательности, связано 
с  ограниченностью ресурсов компьютера 
и низкой скоростью символьных преобразо-
ваний. Численные же решения выполняются 
практически мгновенно, поэтому их можно 
использовать при весьма большом числе па-
нелей и  одновременно проверить погреш-
ность этих вычислений. 
Построим зависимость (1) для случая фер-

мы с фиксированной длиной пролета L = 4an 
и фиксированной нагрузкой Psum = (4n  – 1)P. 
На рис. 3 представлены кривые безразмер-
ного прогиба

при L = 120 м и  трех значениях высоты фермы. 
С ростом числа панелей в пролете L (и одновре-
менно с уменьшением длины панели a) прогиб 
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падает. Однако это падение не бесконечно. Об 
этом свидетельствует предел

указывающий, что кривые имеют асимпто-
тический рост. Длина панели a на графике 
(рис. 3) меняется от нереально большой ве-
личины 30 м, до почти стандартного раз-
мера 3 м. Минимум прогиба, теоретически 
существующий в  данной задаче, весьма не 
выразителен и  практического смысла поч-
ти не имеет. На меньших пролетах (L = 30 м) 
экстремум выражается заметно ярче (рис. 4). 
Более того, на кривой h = 3 м при 4 < n < 6 
можно рассмотреть небольшой всплеск, да-
ющий локальный экстремум. Такие всплески 
и  скачки, более свойственные решетчатым 
фермам, есть следствие «мигающих» слагае-
мых с  сомножителем (–1)n в  коэффициентах 
A, B, C формулы (1).

УСИЛИЯ В КРИТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЯХ
Найденное аналитическое решение для 

усилий во всех стержнях позволяет выявить 
наиболее сжатые и растянутые стрежни и ме-
тодом индукции получить соответствующие 
формулы. Очевидно, самый растянутый (уси-
лие больше нуля) будет стержень с номером 
2n в  середине нижнего пояса (см. рис. 2), 
а самый сжатый при такой нагрузке распола-
гается в верхнем поясе и имеет номер 6n – 2. 
Опуская выкладки, выпишем формулы для 
усилий в этих стержнях:

Для расчета устойчивости и прочности кон-
струкции эти формулы будут необходимы. 

ВЫВОДЫ
Рассмотренная схема фермы допускает 

точные решения для прогиба и усилий в от-

дельных стержнях. Кривые полученной за-
висимости прогиба от числа панелей при 
фиксированном пролете и  общей нагрузке 
показывают наличие минимума, который 
дает возможность оптимизировать кон-
струкцию по жесткости и  весу. Применен-
ный алгоритм может быть использован 
в аналогичных задачах о прогибе других ре-
гулярных ферм.

Рис. 3. Зависимость прогиба от числа панелей L = 120 м

Рис. 4. Зависимость прогиба от числа панелей L = 30 м
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